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Oswiadczam, Swiadoma odpowiedzialnosci karnej za poswiadczenie nieprawdy, ze ni-
niejsza prace dyplomowg wykonatam osobiscie i samodzielnie i nie korzystatam ze zrédet
innych, niz wymienione w pracy.

(czytelny podpis)



Merytoryczna ocena pracy przez opiekuna:



Merytoryczna ocena pracy przez recenzenta:



Spis tresci

1

2

4

Cele pracy

Wstep teoretyczny

2.1 Wprowadzenie do mechaniki ptynéow . . . . . .. .. ... ... L.
2.2 Przeplyw stacjonarny . . . . . . . . ..o e e
2.2.1 Definicja . . . . . L
2.2.2 Linie i funkcja strumienia, wirowo$¢ . . . . . . . ... ...
2.2.3 Rownania Naviera-Stokesa . . . . . . .. .. .. ..o 0oL
2.2.4  Przeptyw Poiseuille . . . . . . .. .o oo

2.2.5 Przepltyw z zastawks -

2.2.6  Dyskretyzacja réwnan

warunki na $ciankach . . . .. .. ... ...

2.3 Adwekcja ...
2.3.1 Definicja, réwnanie adwekeji . . . . . .. ..o Lo oL
2.3.2 Dyskretyzacja . . . . . . ..o

2.4 Stabilno$¢ . . . ..
2.4.1 Twierdzenia . . . . . ..o
2.4.2 Schemat leapfrog . . . . . . . .
2.4.3 Schemat Cranka - Nicolsona . . . . . . .. ... . ... ... .......

Implementacja

Wyniki

4.1 Strumien, wirowos¢, predko$¢ . . . .. .o Lo o
4.1.1 Przeptyw Poiseuille . . . . . . .. .. ... ...
4.1.2 Przepltyw z zastawka . . . . . . ... oL

4.2 Adwekcja . ...
4.2.1 Przepltyw Poiseuille . . . . . . .. .. ...

4.2.2 Przeplyw z zastawka

4.3 Analiza niestabilnosci schematow . . . . . . . . ...

4.3.1 Przypadek I: 5, = —20
4.3.2 Przypadek II: j, =0

Podsumowanie

Literatura

10
11
12
13
13
14
15
15
16
17

18

19
19
19
20
22
23
24
26
26
30

33

35



1 Cele pracy

Praca bedzie dotyczyla numerycznego rozwiazania czastkowego réwnania rozniczkowego, opi-
sujgcego zjawisko adwekcji. Pod mianem adwekcji rozumie sie unoszenie zachowanej wielkosci
skalarnej przez pole wektorowe (np. unoszenie zanieczyszczen przez strumien cieczy). Celem
pracy jest wprowadzenie hybrydowego schematu réznicowego do rozwigzania réwnania adwek-
cji przy polu predkosci, cechujgcym sie duza zmienno$cia przestrzenna.

W rozwigzywaniu rownan czastkowych wygodne jest uzywanie schematéw jawnych, ktore
dzialajg jak podstawienia. Schematy te charakteryzuje jednak ograniczenie na maksymalny krok
czasowy, gwarantujacy stabilno$é¢ rachunku. Metody niejawne pozwalaja rozwiazywa¢ schema-
ty z dowolnie duzym krokiem czasowym, ale wykonanie pojedynczego kroku czasowego moze
byé¢ czasochtonne, jako ze zachodzi przez rozwigzanie uktadu réwnan (w naszym przypadku -
liniowych).

W pracy rozwazany jest praktycznie wazny problem - pola predkosci, danego przez rozwig-
zania réwnan Naviera-Stokesa dla lepkiej i nieScisliwej cieczy, ktora przepltywa przez zwezenie
kanatu. W zwezeniu predkosé jest bardzo duza. W pracy zbadamy, jak w okolicach przewezenia
w schemacie jawnym pojawia sie niestabilnos¢ i jak propaguje sie ona na cale pudto oblicze-
niowe. Poprawny, numeryczny opis adwekcji dla przewezenia wymaga zastosowania schematu
niejawnego lub schematu jawnego z bardzo drobnym krokiem czasowym. W pracy wykonana
zostanie proba wprowadzenia metody, w ktorej zastosowany bedzie schemat niejawny w prze-
wezeniu, a jawny wszedzie poza nim. Przedyskutujemy efektywnos¢ tej metody.

Uzyskany schemat - jesli uda sie go tak zaprogramowaé¢, aby w miare optymalnie wybieral
obszary, gdzie ma zastosowaé przepis jawny, a gdzie niejawny - powinien by¢ stabilny, dawac
dobre wyniki dla wiekszych krokéw czasowych, niz schemat leapfrog, oraz wymagaé¢ mniejszej
ilogci obliczen. Schematem jawnym, uzywanym w pracy, bedzie schemat leapfrog, natomiast

niejawnym - klasyczny schemat Cranka-Nicolsona.

2 Wstep teoretyczny

2.1 Wprowadzenie do mechaniki plynéw
Mechanika plynéw zajmuje sie kinematyka i dynamika ptynow, tj. cieczy i gazéw. Posiadaja
one kilka wlasciwosci fizycznych, istotnych dla ponizszej pracy, dlatego zostana one w tej sekcji
krotko omoéwione!.

Gestosé plynu p dla chwili ¢ punkcie (z,y, z) to granica:

P=m N T

Am  dm | kg
% .

'Podstawowe pojecia i wzory mechaniki ptynéw na podstawie: [2, str. 16 - 19]



Scisliwoscia nazywamy sklonnosé ptynu do deformacji objetosciowej pod wplywem zmiany

ci$nienia dp. Wymusza ono na objetosci V zmiane o dV. Scigliwos¢ charakteryzuje wspdtczynnik

1 dV 1
G (pa) )

Gazy charakteryzuja sie duza Scisliwoscia, natomiast dla cieczy powyzszy wzor daje tak mate

Scisliwosci, definiowany jako

wartosci, ze zazwyczaj sa pomijane. Tak bedzie i w tejze pracy.

Lepko$é oznacza wlasciwo$é, ktora charakteryzuje wewnetrzny opor przeciwko ruchowi
plynu, pochodzacy od jego przemieszczajacych sie warstw. W uproszczeniu mozna przyjac,
ze pomiedzy sasiadujacymi ze soba, poruszajacymi sie z r6zna predkoscia, warstwami powstaje
tarcie, spowodowane przesuwaniem sie ich po sobie nawzajem.

Predkosé¢ warstwy plynu, znajdujacej sie bezposrednio na plaskiej Sciance, pozostaje w bezruchu
(tzw. warunek brzegowy bez poslizgu). Im bardziej bedziemy w tych rozwazaniach oddalaé sie
od Scianki, tym predko$¢ ptynu bedzie wicksza - tzn., ze kazda warstwa bedzie miata inna jej
wartos$c. Zjawisko to jest spowodowane omawiana lepkoscia.

W uzywanych dalej wzorach czesto bedziemy spotyka¢ oznaczenie p [% = Pa - s} - jest to
dynamiczny wspotczynnik lepkosci, bedacy miarg lepkosci plynu. Jest on szczegolnie istotny
w cieczach, natomiast w gazach czesto pomijany.

Gestosc 1 $cisliwosé plynu sa zalezne od ci$nienia p [Pal. Jego wplyw bedziemy zaznaczaé
przez gradient ciSnienia Q).

Podsumowujac - “Mechanika ptynu doskonatego wykorzystuje model ptynu nielepkiego i nie-
scisliwego, a mechanika ptynu rzeczywistego - model ptynu lepkiego i $cisliwego. Model pltynu
lepkiego i niescisliwego jest zblizony do wlasnos$ci cieczy, model pltynu nielepkiego
i gcigliwego odpowiada natomiast warunkom przeplywu gazu z duzymi predkosciami”™®. Zgod-
nie z tym, skoro bedziemy bada¢ wlasnosci cieczy, przyjmiemy dobrze jg przyblizajacy model

plynu lepkiego i niecisliwego.

2.2 Przeplyw stacjonarny
2.2.1 Definicja

Rozrézniamy przeplyw ustalony i nieustalony. Jezeli parametry ruchu (takie, jak predkosé,
gestosé, ciSnienie) zmieniaja sie wraz z czasem, to przepltyw nazywamy nieustalonym (niesta-
cjonarnym). W innym wypadku - state parametry (np. predko$¢ ptynu w danym punkcie jest
stala) - mamy do czynienia z przeplywem ustalonym (stacjonarnym)?.

Ponadto, dla uproszczenie przyjmiemy, ze przeplyw jest niezmienny przy przesunieciu
wzdtuz jednej z osi, bedacych prostopadtymi do kierunku przeptywu. Dlatego wystarczy przeba-

da¢ model dwuwymiarowy (z,y), pomijajac kierunek tej osi - tak, jak na rysunku [1]. Jak wida¢,

2Zrédlo cytatu: [2, str. 35]
3|2, str. 33]



wierzcholki wstawionej zastawki znajduja sie w punktach siatki: (—iy, —40), (ix, —40), (—ix, Jx)
oraz (ix, ji), natomiast calo$¢ siatki zawiera sie w prostokacie: [—100, 150] x [—40, 40]. Kazdy
punkt (i, 7) siatki odpowiada w rzeczywistosci punktowi o wspotrzednych (z,y) = (idx, jdy).
Przyjmiemy, ze dz = dx = dy = 0.01, dlatego: (z,y) = (idz, jdz) = (0.017,0.015). Oznacza to,
ze pudto obliczeniowe we wspotrzednych (x,y) to prostokat [—1,1.5] x [—0.4,0.4].

40
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Kierunek przeplywu
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Rysunek 1: Obraz przedstawia przekrdj rury z zastawka, na ktoérej bedziemy pracowac. Jak
nietrudno zauwazy¢, gdy przez rure poptynie ciecz, predkos¢ punktowo bedzie stata. Dlatego

w niniejszej pracy wykorzystamy model przeplywu stacjonarnego.

2.2.2 Linie i funkcja strumienia, wirowosé

Liniami strumienia nazywamy krzywe, bedace w kazdym punkcie rownoleglte do kierunku
przepltywu, czyli do wektora predkosci w tym punkcie. W przypadku dwuwymiarowego wektora

V= [u, v], rownoleglos¢ elementow dx i dy takiej krzywej opisujemy réwnaniem:

y_v (3)
Co istotne, granice pozostajacych w bezruchu, plaskich, szczelnych $cianek (np. rury lub prze-
grody) sa zawsze jednymi z linii strumienia, poniewaz ptyn nie moze przekroczy¢ tych statych
powierzchni, ograniczajacych go?.

W przypadku dwoch wymiaréw, koncepcje linii strumienia mozemy powiaza¢ z réwnaniem
cigglosdci w ponizszy sposob.
Rownanie ciggltosci:

Opp -
L4V V =0. 4

414, str. 23]



Jak ustalono wczesniej, przeplyw w naszym do$wiadczeniu jest stacjonarny, stad gestosé jest

niezalezna od czasu: % = 0. ZalozyliSmy tez, ze ptyn jest niescisliwy - stala gestos¢ (przyj-

miemy p, = 1). Ostatecznie z rownania ciagltodci otrzymujemy:

VvV o= 0 (5)
ou Ov
%‘Fa—y = 0. (6)

Teraz juz mozna wprowadzi¢ pojecie funkcji strumienia v, zaleznej od x,y (w odpowied-

nim przypadku, moze zaleze¢ rowniez od czasu):

% o
U=—, V=——"

Prosta zaleznosé¢ funkcji strumienia od predko$ci mozemy uzyska¢, zapisujac roéwnanie:

dyp = g—f ~dr + % - dy, i wstawajac do niego wzory (7)5:
d = udy — vdzx. (8)

Wirowoécia ( nazywamy rotacje wektora predkosci ‘7, stad:

5 Ou  Ov
Laczac rownania (7) i (9):
(e
Cza(@y) () 2w & (10)
oy Ox oy? = O0x?

W ten sposob dostajemy pierwsze z rownan®, ktore bedziemy rozwigzywaé numerycznie:

Vi =¢. (11)

Jest to rownanie Poissona z wirowo$cia w roli niejednorodnosci.

2.2.3 Rownania Naviera-Stokesa

Kolejnymi, podstawowymi rownaniami hydrodynamiki sa réwnania Naviera-Stokesa. Dotycza
zasad zachowania pedu i masy dla przeptywu ptynu:
oV 5 .1 .
—:—(V-V)V——-QJrﬂ-v?v, (12)
ot Pp Pp

gdzie p to dynamiczny wspotezynnik lepkosci, @ - gradient ci$nienia’.

54, str. 24]
Wyprowadzenie réwnania na podstawie: |5, str. 150 - 152]
"Za: [5, str. 150]



W ogélnym przypadku, ci$nienie jest zalezne od temperatury i gestosci, ale zaktadamy,
ze temperatura jest stata. Podobnie gestos¢ p, = const, skoro przyjmujemy, ze nasz ptyn (kon-
kretniej - ciecz) jest niescisliwy. Predkosé w danym punkcie nie zmienia sie w czasie (przeplyw

ustalony), stad tak, jak w poprzedniej sekcji, pozbywamy sie pochodnej:

(V : V) o @ reyp (13)
Pp Pp
co w dwoéch wymiarach daje:
u% + v@ __@ + vy (14)

Ue— + Ve = —— + — V0. (15)

(14) rozniczkujemy po y, (15) po x:

0%u Pu o _,0u
: Y ) Vi e 1
“ 0x0y v 0y? ppv dy (16)
0*v v 0
. . = — _— 1
Yo Y dxdy ppv ox’ (17)

...odejmujemy stronami:

0 (Ou Ov 0 (Ou Ov ey (Ou Ov
Sl (e e AR Vo) (i 1
"oz <8y 8x) +Uay (3y 3x> ppv (8y 81‘) (18)

Z definicji wirowosci (9):

¢ 9 H 2
— — = —V~. 19
Yor * U@y Pp ¢ (19)
Po wstawieniu wzorow (7) otrzymujemy drugie z rownaii, ktore bedziemy rozwiazywac®:
oY 0 oY o
ﬂvQC: _¢_C__¢_C (20)
Pp Oy 0r Oz Oy

2.2.4 Przeplyw Poiseuille

Jeden z najprostszych przypadkow, ktore opisujg rownania Naviera-Stokesa, to tzw. przeplyw
Poiseuille, tj. przeptyw w rurze bez zadnej przeszkody. Wowczas ruch ptynu jest symetryczny,
wiec predkosé V ma tylko jedng sktadowa: V= [u, v] = [u(y),0]°. W takim przypadku potrafimy

u(y) policzy¢ analitycznie, a co za tym idzie - ¢ i ¢ r6wniez.

Zaczynamy od przeksztalcenia rownania (14). Bierzemy pod uwage, ze % =0iv=0:
82
0= -9 222 (21)
Pp POy

8Wyprowadzenie na podstawie: [5, str. 151 - 152]
%4, str. 62]
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Przeksztalcamy réwnanie tak, aby wyliczy¢ skladowa predkosci'®: u.

82
Fu _ Q (22)
dy? I
ou Q
— = —y+A AcR 23
o p (23)
_ @ 15
u = -3y +Ay+ B, BeR (24)
1
Q (o 2u 7 )
v = — |y +—=Ay+ =B 25
2p Q Q (2)
Dla utatwienia zapisu: C = %‘A, D = %”B. Miejsca zerowe: y; = =¥ 4D V202_4D,
_ —C+VC?—4D
y2 - 2 .
u = % =) y—w)= % (v* — y(y1 + v2) + 11y2) (26)
W naszym przypadku przeptyw wyklucza poslizg na $ciankach - stad u(y = —0.4),

u(y = 0.4) = 0. Wobec tego chcemy, zeby dla y € {—0.4,0.4} wzor sie zerowal - dlatego
przyjmujemy, ze wartosci te sa miejscami zerowymi'! réwnania (26): y; = —0.4, 1y, = 0.4.

Teraz znalezienie funkcji strumienia i wirowosci jest juz proste (za rownaniami (7), (9)):

3 2
Vo, y) = /udy = % (% - %(?/1 + 1) + yylyQ) (27)
Calz,y) = ;l—z = % (20 — 91— 12) - (28)

Sa to rozwiazania doktadne - analityczne. W programie skorzystamy z nich, wstawiajac je

jako warunki brzegowe dla przeplywu Poiseuille na bokach prostokata siatki obliczeniowej.

2.2.5 Przeplyw z zastawka - warunki na $ciankach

Do rury wstawiamy przeszkode (sytuacja z rysunku (1)). Wszystkie brzegi sa jednoczesnie
liniami strumienia i tak, jak w przeptywie Poiseuille, ustalamy tam wartosci analityczne ¢(zx,y)
(wzor (27)). Tym razem nie mozna takiego zabiegu wykona¢ z wirowoscia, poniewaz teraz jest
ona zmienna dla réznych iteracji, zalezna od 1'%

Z rozwiniecia w szereg Taylora:

. . o, . dFPO*,.
Na goérnym brzegu zastawki u = g—;f = 0 oraz B;Tf = g—Z = (. Stad:
- CdP

0Rozwiazanie analityczne rownania za: [4, str. 63
11, wyktad 10, str. 37]
12Wyprowadzenie warunkéow brzegowych na podstawie: [5, str. 154 - 157]
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.. 1) — ..
C(la]k) _ 2¢(27]k +di2 1?(%%)

Taka sama sytuacje mamy na Sciankach rury (poniewaz rowniez sa ustawione horyzontalnie):

¥ (3.39) — (i, 40)

. (31)

,40) = 2 32
i, 40 — (32)
. (i — 39) — (i, —40)
—40) =2 . 33
C<Z7 ) dZ2 ( )
Analogicznie mozemy przeprowadzi¢ rozwazania dla lewej i prawej krawedzi zastawki:
: . - oy . d? 0%
Wi+ 1,5) =90, g) +dzg (0 5) + =55 (67) + - (34)
Tutaj: v = _% = ( oraz ‘;272’ = —g_; =(.
. . o dP
Y(i+1,7) = (i) + = - 0, 7) (35)
Dlatego na omawianych brzegach:
o i+ 1,7) — (g, J
z
(g ) =220 ) 20, (37

Wartosci na rogach przeszkody ustalimy, obliczajac $rednia arytmetyczng z przyjetych (na

przecinajacych sie w tym punkcie odcinkach) warunkow brzegowych.

2.2.6 Dyskretyzacja ré6wnan

Oba réwnania, definiujace zalezno$¢ miedzy strumieniem a wirowoscia, rozwigzemy metoda
relaksacjit®. Jest to metoda iteracyjna, dlatego w kazdej iteracji wzory poprawiajg ostatnie
z wynikow ¢ i (.

Rownanie (11) jest bardzo proste w dyskretyzacji - jak zwykle rownanie Poissona:

Bardziej skomplikowana dyskretyzacja czeka nas przy rownaniu (20) - jest to wciaz rownanie

(38)

eliptyczne, jednak juz nie Poissona:

it 1L,j)+¢—=1,7)+¢j+1)+ (67— 1)

C(Z,j) = 4 -
16
+ 16

By moc osiagnac nasz cel - rozwiazanie rownania adwekeji - z tych dwoch wynikow bedziemy

musieli znalez¢ pole predkosci. Ze wzorow (7) i definicji pochodnej czastkowej wynika, ze:

u(Z,]) _ 1#(%] + 1d)z_ iﬁ(Z’J), U(i,j) _ _w@ + 17{;2_ ?ﬂ(%J) <40>

137rodto dyskretyzacji strumienia i wirowosci: [1, wyktad 10, str. 47]
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2.3 Adwekcja
2.3.1 Definicja, réwnanie adwekcji

Adwekcja jest to zjawisko fizyczne, polegajace na unoszeniu wielkosci skalarnej (np. gestosci
plamy oleju, rozlanej na cieczy) przy pomocy wielkosci wektorowej (np. pola predkosci wspo-
mnianej cieczy)'*. Sama adwekcja jest efektem tylko i wylacznie kinetycznym (taki przypadek
rozpatrujemy, chociaz w rzeczywistosci rzadko spotyka sie ja sama - czedciej wraz z np. dy-
fuzja). Opisuje ja rownanie hiperboliczne pierwszego rzedu, tzw. réwnanie adwekcji. Checemy
w kazdym punkcie obliczy¢ gestosé p(z,y) rozlanej plamy oleju w zaleznosci od (wyliczonego
z rownai (11), (20), i (7)) pola predkosci V cieczy.

Zaktadamy, ze interesuje nas obszar €2 o brzegu I', w ktérym wystepuje ‘7, bedace niezalezne

od czasu (przyjelismy model przeplywu stacjonarnego). Zasada zachowania masy'®

% / / / pr, t)dPr = — / / plr, )V (r)d2r. (41)
Q r

Do uproszczenia przydatny jest wzér Gaussa - Ostrogradskiego:

Twierdzenie 1 (Gaussa - Ostrogradskiego)
“Niech w obszarze przestrzennym V' ograniczonym powierzchnig zamknietq S dane bedzie pole
wektorowe W(P,Q, R) klasy C*. Zachodzi wzor

/V/ / (P + Qy+ R.)dv = S/+ / Pdydz + Qdzdx + Rdxdy, (42)

gdzie S+ oznacza zewnetrzng strone powierzchni S“6.

W rozpatrywanym przypadku wzor ten przyjmuje forme:

Jffwlaeavol o= [froor

Po wstawieniu do wzoru (41) otrzymujemy:

/[/ (rt)d’r = —AZ/V[anVwﬂd% (44)

Jprt) =~ [olr 7] (45)
Powyzsze rownanie to poszukiwane réwnanie adwekcji. Bedziemy je rozwigzywaé w dwoch
wymiarach:
op(x,y,t -

4Definicja za: [1, wyklad 13, str. 4]
15Wyprowadzenie réwnania adwekcji na podstawie: [1, wyktad 13, str. 4]
167r6dto twierdzenia: [6, str. 156]
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Co prawda operator V znajduje sie przed ilorazem |p(z,y,t) - ‘7(37, y)|, gdzie ‘7(:5, y) jest zmien-
ne w przestrzeni, jednak réwnanie opisuje przypadek ogolny. My wybraliSmy ciecz niescisliwg,

a dla takiego ptynu dywergencja vV = 0, wiec mozemy poming¢ te czes¢ pochodnej iloczynu,

w ktorej liczylibysmy pochodna czastkowa g_‘x/ lub %\5.17
8p(x,y,t) (9p(1‘,y,t) ap(x7y7t)
By u(z,y) O v(z,y) oy (47)

Roéwnanie adwekeji to jedno z prostszych rownan czgstkowych. W jednym wymiarze bez
problemu da si¢ analitycznie wyliczy¢ rozwigzanie. Problem pojawia sie przy wiekszych wymia-
rach. W niektorych przypadkach jest ono prawie niemozliwe do rozwiazania matematycznego,

dlatego czesto jest rozwigzywane numerycznie.

2.3.2 Dyskretyzacja

Rownanie (47) bedziemy rozwiazywaé dwoma schematami roznicowymi (oraz trzecim, bedacym
polaczeniem wczesniejszych). Pierwszy z nich to leapfrog, ktory konstruujemy przy uzyciu

centralnych schematéw roznicowych 8:

n+1 n—1 n n n m
Pig —Pij _ Py~ Picy 0 Pigel T P (48)
2dt I 2dx I 2dy
" e Piv1; — Pi-1j Pij+1 ~ Pij—1
gt = it e PP o Pl ) (#9)

Jest to schemat dwupoziomowy, dlatego musi wystartowac¢ od gestosci plamy w dwoch chwilach:
t=01it=dt, czylin=11in=2. W obliczeniach przyjmiemy, ze w chwili poczatkowej plame
rozlano w sposob:

P = play,t = 0) = e P (=007 (50)

...a po uplywie czasu dt pozwolimy jej przenies¢ sie wraz z lokalng predkoscia:
pl%j = p(ZEZ — U@jd'ﬁ, Y; — Uz‘jdt7 t= O) (51)

Uzyjemy rowniez schematu Cranka - Nicolsona. Aby zdyskretyzowa¢ rownanie (47) ta
metoda, nalezy najpierw rozpatrze¢ schematy: przedni Eulera i wsteczny Eulera (tworzone
przy pomocy prawostronnego ilorazu réznicowego dla pochodnej czasowej, a takze centralnego

ilorazu dla pochodnej przestrzennej w odpowiedniej chwili czasowej), a nastepnie usrednié je

stronami ?:

e Przedni schemat Eulera

n+1 n n n n n
Pij — Pij CPiv1y T Pic1y 0 Pigtl T Pig-l

dt o 2dx " 2dy

dt
p?jl = Pij — 2= [“w (p?—f—l,j - P?—l,j) + Vi (ijJrl - PZj—l)] (53)

17[1, wyklad 14, str. 36]
8Dyskretyzacja schematu leapfrog na podstawie: [1, wyktad 14, str. 36]
9Dyskretyzacja schematu CN na podstawie: [1, wyklad 14, str. 47]
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e Wsteczny schemat Eulera

i =Pl w PR A A S (54)
dt W oy W 9y
pi,;_l = Pij — 2= [u” (Pifll,j - pijll,j> + Vi (Pz;h - Pzﬁl)] (55)
e Schemat Cranka - Nicolsona - z réwnan (53), (55)
n+l1 __ n dt n n+1 n n+1
Pij - = Pii T qs [wig (Plery + Pliry = Pimay — Pitiy) +
+ iy (Pl + oS — Pl — Pl (56)

2.4 Stabilnosé
2.4.1 Twierdzenia

Stabilno$é schematu réznicowego to wtasnosé, ktora okresla, ze jesli warunek poczatkowy zo-
stanie zaburzony o skoriczone wartosci, to réznica miedzy rozwiazaniami (przed i po zaburzeniu)
takze bedzie skoiiczona?’.

Kolejnym pojeciem, potrzebnym w dalszych rozwazaniach, jest zbiezno$é - oznacza, ze przy

bardzo matym kroku czasowym (At — 0), btad globalny e dazy do 0 w chwili 7" 2':

le,] = 0. (57)

At%O,nEg,nAt:T

Silniejszym kryterium, niz zdefiniowana weczesniej stabilno$¢, jest stabilno$§é bezwzgled-

na. Okres§lamy ja dla danego schematu wraz z réwnaniem, ktore ma rozwiazywacé. Schemat

roznicowy dla okre§lonego, stalego kroku At jest bezwzglednie stabilny, gdy jego wyniki pozo-
stajg skornczone |1, wyktad 13, str. 45].

Twierdzenie 2 (Kryterium CFL: Couranta - Friedrichsa - Lewy’ego)
"Warunkiem koniecznym zbieznosci schematu rdznicowego (dla dowolnego warunku poczgt-
kowego) jest, aby jego numeryczna domena zaleinosci zawierata w sobie (fizyczng) domene

zaleznosci rownania rézniczkowego.“*

Powyzsze twierdzenie rozumiemy w nastepujacy sposéb: rozwigzanie numeryczne nie moze wy-

przedzi¢ faktycznego zjawiska - np. dla rownania fali, krok czasowy At nie moze byc wiekszy, niz

czas, ktory w rzeczywistosci zajmuje fali przebycie danej odlegtosci Az (wielko$é oczka siatki):
Ax

At < (58)
W zapisie przyjeto, ze
VAt (59)
o =——
Ax

to liczba Couranta?3.

20Definicja stabilnosci na podstawie: |1, wyklad 13, str. 39]
21 Definicja zbieznodci za: [1, wyktad 13, str. 33]

227ré6dto twierdzenia: [1, wyktad 13, str. 29]

21, wyktad 13, str. 15]
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Twierdzenie 3 (Zasada Maksimum)

Schemat postaci

Ut =3 e (60)
\

s|<S

jest bezwzglednie stabilny, gdy kazdy wspétczynnik c, jest dodatni, a ich suma jest réwna 1.24

Stabilno$¢ uzytych w pracy schematoéw - leapfrog i Cranka - Nicolsona - przebadamy
przy pomocy analizy von Neumanna w najblizszych dwoch podrozdziatach. Dla ulatwienia
zrobimy to w jednym wymiarze (w interesujacych nas dwoch wymiarach zaleznosci koricowe sa
analogiczne). Na potrzeby analizy bedziemy wiec dyskretyzowaé rownanie (47) w formie:

Op(z,1t)
or

Op(z,t)
ot

= V() (61)

2.4.2 Schemat leapfrog
Dyskretyzacja rownania (61), przeprowadzona podobnie, jak wczesniej w dwoch wymiarach:

P?H = P?_l — (P — Pj-1)- (62)

5

Analize von Neumanna?® zaczynamy od transformaty Fouriera:

prla; = jAx) =) AR, (63)
k
...ktora stosujemy do (62):
AZ+1 — _&AZ (eikAm _ efikA:E) + AZfl. (64)

Eksponente zamieniamy z wzoru Eulera (e’ = cos(p) + isin(p)):

APt = —aA} (cos(kAz) + i sin(kAz) — cos(—kAz) — i sin(—kAz)) + A} =
= —aA} (cos(kAz) +i sin(kAz) — cos(kAz) + i sin(kAx)) + A =
= —2iaA}sin(kAz) + AP (65)

Aby znalezé¢ wzmocnienie, musimy skorzysta¢ z zaleznosci:

Ap=MA), = AP = MPTAY. (66)
MMAY = —2iaMAY) sin(kAz) + M1 AY (67)
M? = —2iaMsin(kAx) + 1 (68)

24 Zasada Maksimum za: |1, wyktad 13, str. 45]
25 Analiza von Neumanna schematu leapfrog na podstawie: [1, wyklad 14, str. 33 - 34]
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Obliczamy pierwiastki rownania kwadratowego:

M} + 2iaMj,sin(kAz) —1 =0 (69)

M2 = —i asin(kAz) £ \/1 — a?sin?(kAx) (70)

Za kryterium CFL (tw. 2), a < 1. Wobec tego, wyrazenie pod pierwiastkiem jest nieujemne,

a calosé¢ pierwiastka - rzeczywista. Dzieki temu wiemy, jak policzy¢ modut:

| M1 2| = \/042 sin?(kAz) + 1 — a2sin?(kAz) = V1 = 1. (71)

ChcielibySmy spelié¢ warunek |[My| < 1. Jak wida¢, udalo sie, poniewaz M niezaleznie od

a jest rowne 1. Nalezy jednak pamietaé, ze w trakcie analizy zatozylismy, ze
a <1 (72)

Jest to warunek stabilnosci schematu leapfrog.

2.4.3 Schemat Cranka - Nicolsona

Dyskretyzacja dla (61):

Pyt =) = 3 (pj = i) = (5 = pit): (73)
Korzystajac z transformaty (63) 26:
Az—i—l — Ar %AZ+1 (eikA:n B e—ikAx) _ %AZ (eikAac B 6—ikA:v) _

= A} — %AZH (cos(kAz) +i sin(kAz) — cos(—kAz) — i sin(—kAx)) —
—%AZ (cos(kAx) +i sin(kAx) — cos(—kAz) — i sin(—kAz)) =
= A} — %AZ“ (cos(kAz) +i sin(kAz) — cos(kAz) +i sin(kAz)) —

—%AZ (cos(kAx) + i sin(kAx) — cos(kAx) + i sin(kAz)) =

e’
— 7 —

= AP —i %AZ“ sin(kAx) 5 Ap sin(kAx). (74)

Podstawiamy wzor (66) i dokonujemy dalszych przeksztalcen, majacych na celu sprawdzenie,

dla jakich warunkow schemat jest stabilny, tzn. |M| < 1:
MMIAY = MPAD — %M;;“Ag sin(kAz) — i %M,?Ag sin(kAx) (75)

M, = 1—7L%Mksin(kAx)—i%sin(k‘Aas) (76)

_ 1—i gsin(kAx)
M = 1+ §sin(kAx) (77)
14 2 sin?(kAx)
M| = \/ 42 =1 (78)
\/1 + < sin®(kAx)

26 Analiza von Neumanna schematu Cranka - Nicolsona na podstawie: [1, wyklad 14, str. 48]
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Obliczony wspotczynnik wzmocnienia, niezaleznie od wartosci «, zawsze spelnia warunek
| M| < 1. Wniosek: schemat Cranka - Nicolsona jest stabilny dla kazdego kroku czasowego At,

co jest jego ogromna zaleta.

3 Implementacja

Program napisano przy pomocy jezyka C+-+. Jest podzielony na 3 zasadnicze czeéci, znajdujace

sie w osobnych plikach:

e przeplyw.cpp - na podstawie warunkow poczatkowych oblicza wartosci funkeji strumie-
nia i wirowosci ze wzorow (38), (39). Nastepnie, z (40), wylicza predkosé V na podstawie

znanych juz ¢ i (.

e adwekcja.cpp - przy znajomosci sktadowych ‘7, rozwigzuje rOwnanie adwekcji schema-
tem leapfrog (dyskretyzacja (49)) z tak dobranym krokiem czasowym dt, aby metoda na
pewno byla stabilna. Funkcje z tego pliku moga dziala¢ na bazie wynikéw uruchomio-
nych wczesniej odpowiednich procedur z poprzedniej czesci projektu, lub po wezytaniu

wartosci predkosci z pliku z danymi.

e niestabilnosc.cpp - tutaj nastepuje badanie niestabilno$ci schematu leapfrog oraz two-
rzenie hybrydy, ztozonej z leapfrog i, stabilnego niezaleznie od dt, schematu Cranka -
Nicolsona (56).

Catos¢ projektu sktada sie z wymienionych plikoéw, ich plikow nagléwkowych i skryptow
GNUPLOTa.

Program umozliwia zmiane przekazywanych do funkcji parametrow przeplywu: Q, p, p,, czy
rozmiaréw zastawki ix, ji.

Podczas wielokrotnego uruchamiania programu na réznych danych, uzyskano bardzo duzo ry-
sunkow. W nastepnym rozdziale zawarto i omowiono tylko czes¢ z nich - te, ktére byty najbar-
dziej wazne i interesujace.

Projekt zostal podzielony na trzy czesci - wyniki bedg przedstawione analogicznie.
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4 Wyniki

4.1 Strumien, wirowos$¢, predkosé

Badamy przeptyw przez rure (rys. 1). Aby ruch odbywal sie w prawo, do rownan bedziemy
wstawia¢ gradient ci$nienia () tylko o wartoéciach ujemnych. Przyjmujemy roéwniez p = 1,
pp = 1. Stalg gestodc¢ cieczy p, celowo oznaczono indeksem p dla odréznienia od gestosci plamy
oleju p(z,y,t) w rozwiazywanym pozniej rownaniu adwekeji. We wszystkich rownaniach catosci
projektu przyjeto dz = dr = dy = 0.01, dlatego w wiekszosci przypadkéw uzywamy tylko

jednego oznaczenia dz.

4.1.1 Przeplyw Poiseuille

Postepujemy zgodnie z warunkami, przyjetymi w analizie teoretycznej - rozdzial 2.2.4. Zakta-
damy, ze () = -1, a warunki poczatkowe na strumierl i wirowo$¢ w kazdym punkcie to 9, ; = 0
iG,;=0.

7 przepisu releksacyjnego: rownania Naviera - Stokesa rozwigzujemy zgodnie z réwnaniami
(38) oraz (39). Iterujemy tak dtugo, az wartosci ¥ i ¢ w punkcie siatki (i, 5) = (50,0) nie beda
sie zmienia¢ z doktadnoscig rzedu 1077, Zgodnie z opisem cieczy lepkiej - rozdziat 2.1 - predkosé
na Sciankach rury jest zerowa, miedzy nimi rosnie, wiec maksimum powinna osigga¢ w $rod-
ku pomiedzy $ciankami (rys. 4). Najwieksza predkos¢ mogtaby powodowaé najwieksze roznice
w warto$ciach miedzy kolejnymi iteracjami, dlatego jako kryterium sprawdzania poprawnosci

iteracji wybieramy punkt w érodku: y = 0.

0.025 T T T T T T T 0.025
0.02 0.02 L -
0.015 | 0.015 |
0.01 0.01 b
0.005 | 0.005 |
= L =
ES 0 = 0
-0.005 -0.005
-0.01 | -0.01 |
-0.015 -0.015
-0.02 Numeryczne — + 1 -0.02 Numeryczne — +
Analityczne Analityczne
-0.025 L L L L L L L -0.025 L L L L L L L
-04 -03 -02 -01 0 0.1 02 03 04 -04 -03 -02 -01 0 0.1 02 03 04
y y
(a) Przekroj dlax =0 (b) Przekroj dla x = 0.7

Rysunek 2: Funkcja strumienia 1)

Wartosci funkcji strumienia sa minimalnie zawyzone w stosunku do analitycznego rozwiaza-
nia (wzor (27)), natomiast wirowosci idealnie pokrywaja sie z (28) - rys. 2, 3. Funkcje strumienia
trudniej byto przyblizy¢, poniewaz jest wielomianem trzeciego stopnia; funkcja liniowa, opisu-

jaca wirowo$¢, nie sprawia wiekszych trudno$ci przy obliczaniu numerycznym.
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0.4 T T T T T T T 0.4
0.3 1 0.3
0.2 | ] 02|
0.1 ] 01
= ot 1 = ot
s s
-0.1 b -0.1
-0.2 b -0.2
0.3 Numeryczne -+ ] 03 Numeryczne +
Analityczne Analityczne
0.4 N ! L L L L L 0.4 N ! L L L L L
-04 -03 -02 -01 0 0.1 0.2 0.3 0.4 -04 -03 -02 -01 0 0.1 0.2 0.3 0.4
y y
(a) Przekroj dla z =0 (b) Przekroj dla = 0.7

Rysunek 3: Funkcja wirowosci ¢

Dla obu funkgji, rysunki (a) i (b) nie réznia sie - skoro w rurze nie ma zadnej przeszkody,
to przy przyjetych warunkach przeptywu, predkosé (rys. 4) dla kazdego przekroju x = xq jest
stata. Ponadto wida¢, ze w punkcie przeciecia styczne do funkcji sg do siebie prostopadle, co

jest zgodne z omdéwiona wezesniej teoria.

0.08

0.07 ]
0.06 ]

0.05 i

u(y)

0.04 | R
0.08 ]
0.02 - R

0.01 i

Rysunek 4: Predko$¢ u(y) - przekroj z = 0

4.1.2 Przeplyw z zastawka

Warunki brzegowe wstawiamy z rozdziatu 2.2.5, poczatkowe - z przeptywu Poiseuille (rozwia-

zania analityczne (27), (28)). Zastawka ma wymiary i = 5, ji = 10.
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40
30
20
10
0
-10
-20
-30

1 | 1 I _40
-100 -50 0 50 100 150

40
30
20
10
0
-10
-20
-30
: -40
-100 -50 0 50 100 150

(¢c) @ =—400

Rysunek 5: Linie strumienia

Dzieki narysowanym liniom strumienia widzimy, w jaki spos6b woda optywa zastawke. Wy-
niki nie sa zaskakujace. Warto zauwazy¢, ze przy odpowiednio duzym cisnieniu, za przeszkoda
tworzy sie wir. Im wieksze ci$nienie, tym bardziej linie sa niesymetryczne wzgledem osi OY.
Najwieksza symetrie widaé jeszcze dla @ = —1 (rys. 5(a)).

Przy analizie predkosci (rys. 6, 7) takze istnieje duzy zwiazek pomiedzy wartosciami, a ci§nie-
niem. Im wyzszy gradient cisnienia (), tym wieksza predkosé w okolicy zastawki. Na rysunkach
6(a) i 7(a) widzimy, ze roznice predkosci sa stosunkowo niewielkie (w przyjetej skali; w rzeczy-
wistos$ci wahania sa wystarczajaco duze, aby na ich bazie przeprowadzi¢ pozniejsze rozwazania
nad réwnaniem adwekcji).

Skladowa pozioma predkosci (6) jest wyraznie wieksza nad zastawka. Taka sama objetos¢ cie-
czy musi przeplynaé przez wezszy obszar. Natomiast tam, gdzie pojawia sie wir, u zaczyna by¢
ujemne - ciecz zawraca.

Predkos¢ pionowa w waskim pasie nad przeszkoda staje sie bliska zeru - tam ciecz chwilowo
zachowuje sie podobnie, jakby plyneta przez zwykla rure, stad wydaje sie, ze v = 0. Bezpo-
srednio przed zastawka v jest dodatnie, poniewaz ciecz, trafiajac na nig, zaczyna ptynac¢ w gore
osi OY, natomiast za nig - v ujemne (ciecz pltynie w dot OY). W dalszym przeplywie pionowa

predkosc¢ stabilizuje sie ku zeru.
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40 T T T T 120 40 T T ‘ T 120

30 1B 100 30 1B 100
20 <P 80 20 1F4 80
10 | 14 60 10 | 1F4 60
0 r 14 40 0 114 40
-10 b 1t4 20 -10 | 1F1 20
20 140 20 | 1t1 0
30 14 20 -30 | 1R -20
-40 : : ‘ 40 -40 : ‘ : -40

100 -50 0 50 100 150 100  -50 0 50 100 150

(a) @ =-1 (b) @ = —200

40 ‘ . . , 120 40 ; : ; . 120
30 1 100 30 i 100
20 | . 1 s 20¢ “ 18 80
10 k- . 60 10 | q 60
0r . 40 0 F 4 40
10 k420 -0 1F1 20
20 | 1t40 20 1t 0
30 1b4 20 30 <B4 -20
-40 40 -40 : ‘ -40

100  -50 0 50 100 150 100 -50 0 50 100 150

(c) Q = —400 (d) Q = —500

Rysunek 6: Predkos¢ pozioma u

40 ‘ ‘ : ‘ 120 40 : : : : 120
30 | 1™ 100 30 - 1M 100
20 | 1B 80 20} 1M 80
10 | 1F{ 60 10} {1H 60
ot 1t 40 or {H4 40
10 {td 20 10} {H1 20
20 | tdo =2} {1t o
30 | 1 20 30 - {1hd 20
-40 ‘ : ‘ 40 -40 ' ' ' 40
100 -50 0 50 100 150 100 -50 0 50 100 150
(a) Q=—1 (b) @ = —200
40 ‘ ‘ : ‘ 120 40 : : : : 120
30 | 1™ 100 30 - 1M 100
20 | 1B 80 20} 1M 80
10 | {1k 60 10 | \ {1H 60
ot 1t 40 or {1t 40
10 {td 20 10 {H 20
20 | 10 =20} {110
30 | 1 20 30 {1hd 20
-40 ‘ : 40 -40 ' ' -40
100 -50 0 50 100 150 100 -50 0 50 100 150

(c) Q = —400 (d) Q = —500

Rysunek 7: Predkos¢ pionowa v

4.2 Adwekcja

Na cieczy o polu predkosci 17', obliczonym tak, jak w rozdziale 4.1.1, rozlewamy plame oleju

o gestosci ustalonej wzorem (50), a w drugiej chwili czasowej: (51). Wzory umiejscawiaja plame
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po lewej stronie przeszkody.
Rownanie adwekeji rozwiazemy schematem leapfrog: dyskretyzacja wedlug (49).

Przy analizie przeptywu wystarczyto ustali¢ krok przestrzenny dz = dx = dy = 0.01. Teraz
bedziemy rozwigzywaé rownanie, aby dowiedzie¢ sie, gdzie znajduje sie plama oleju po pewnym
czasie, dlatego musimy ustali¢ krok czasowy:

T (79)

7%'

e V,, = Vu?+v? - najwieksza warto$¢ predkosci w granicach pudta obliczeniowego. Jak
zauwazyliSmy wczesniej (rys. 6 i 7), z pewnoscia bedzie sie ona znajdowala w okolicach

zastawki

e 7 € R - parametr rachunku wskazujacy czynnik, o ktory przyjety krok czasowy jest
mniejszy od kroku krytycznego. W tym rozdziale 7 = 4, inaczej bedzie przy badaniu

niestabilnosci.

Plama, po przeplynieciu przez caly interesujgcy nas obszar, nie zniknie - pojawi sie z powro-
tem po lewej stronie zastawki. Jest to spowodowane wprowadzonymi, periodycznymi warunkami
brzegowymi, dlatego na osi OX po punktach siatki (i = 150, 7 = 100y) w pewnym sensie "znaj-
duja sie“ punkty (i = —100,7 = 100y). Dzieki temu zobaczymy, co bedzie sie dzialo dalej
z plama - az do T ~ 100.

Dla kazdego kroku czasowego policzymy calke z gestosci

1) = / p(,y, t)didy (30)

...oraz $rodek pakietu:
S zp(z,y, t)dzdy

(x) o (81)

4.2.1 Przeplyw Poiseuille

Uzyjemy analitycznie obliczonego pola predkosci cieczy (u ze wzoru (26), v = 0), na bazie
ktorego ciecz bedzie sie przemieszezaé wraz z plama oleju (Q = —1).

Plama znieksztalca sie wraz z postepowaniem czasu. Srodkowa cze$¢ wyprzedza brzegi, przez
co plama przestaje by¢ owalna. Jest to spowodowane predkoscia cieczy - jak dowiedzieliSmy sie
juz w rozdziale 2.1, jest ona maksymalna posrodku - miedzy $ciankami. Im blizej Scianek, tym
blizsza zeru. Predkos¢ ta unosi plame, wiec czesé¢ plamy bedzie plyneta szybciej, czesé wolniej.
Swiadczy o tym takze, rozplywajacy sie w czasie, $rodek pakietu (z).

Gestosé plamy w poszczegdlnych punktach zmienia sie, poniewaz jest unoszona przez pred-
kos¢ cieczy, jednak suma p powinna by¢ stata. Dowodzi tego rysunek 8(a) - wartosci calki
z gestosci sg takie same z doktadno$cia do czwartego miejsca po przecinku. Wykres jest naryso-
wany punktami, jednak sa one polozone tak blisko siebie, ze sprawiaja wrazenie dwoch prostych

- w rzeczywistosci catka z gestosci przy kazdym kroku zmienia si¢ minimalnie.
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0.12477 —— 120

100 |
0.124765 |
80 |
0.12476 60 |
_ A 40
= 0.124755 %
\ 20 +
0.12475 | 1 0t
-20 L
0.124745 |
40 -
012474 L . 60 b
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
t t
(a) Calka z gestosci I(t) (b) Srodek pakietu ()
Rysunek 8: Caltki, przepltyw Poiseuille
40 1 40 1
30 0g 30 0.8
20 20
10 0.6 1 0.6
0 0.4 0 0.4
-10 02 10 0.2
-20 -20
-30 0 30 0
-40 0.2 -40 -0.2
100 -50 0 50 100 150 100 -50 0 50 100 150
a) Ty = 100dt = 3.15625 b) To = 400dt = 12.5312
40 1 1
30 0.8 0.8
20
10 0.6 0.6
0 0.4 0.4
-10 02 - 0.2
-20 -
30 0o 0
-40 02 - -0.2

-10
(¢) Ts = 700dt = 21.9062 (d) Ty = 1000dt = 31.2812

Rysunek 9: Gestos¢ plamy p w odpowiednich chwilach czasowych, przeplyw Poiseuille

4.2.2 Przeplyw z zastawka

Do rury wstawiamy zastawke o wymiarach ¢, = 5, j = —20.
Srodek pakietu (rys. 10(b)) rozptywa si¢ prawie identycznie, jak bez zastawki (rys. 8(b)) -

w badanym czasie T' = 100, plama zdazy trzykrotnie wréci¢ z lewej strony po przeptynieciu
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calego pudta. Calka z gestosci (rys. 10(a)) zmienia sie tylko nieznacznie - teraz réznica jest
wprawdzie wcigz mata, ale o rzad wielkosci wieksza, niz dla przepltywu Poiseuille.
Predkos¢ maksymalna V,,,, ma wyzsza wartosé, niz w przeplywie bez zastawki. Krok cza-

sowy dt jest do niej odwrotnie proporcjonalny.

0.1253 T T . . . : : : ; 120
100
0.1252 |
80 |
0.1251 | 60 |
40 t
= 0125 %
20 |
0.1249 | ol
_20 L
0.1248 |
40
o247 b 60—
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
t t
(a) Calka z gestosci I(t) (b) Srodek pakietu ()
Rysunek 10: Catki, przeplyw z zastawka
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0 04 0 0.4
-10 02 10 02
-20 -20
-30 0 30 0
-40 0.2 -40 -0.2
00 -50 0 50 100 150 100 -50 0 50 100 150
a) T1 = 100dt = 2.4041 ) To = 400dt = 9.54498
40 1 40 1
30 0g 30 0.8
20 20
10 06 4o 0.6
0 04 0 0.4
-10 0o -10 0.2
-20 -20
-30 0 3 0
-40 -0.2 -40 -0.2
(c) T3 = 700dt = 16.6859 (d) Ty = 1000dt = 23.8267

Rysunek 11: Gestosé plamy p w odpowiednich chwilach czasowych, przeptyw z zastawka
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4.3 Analiza niestabilnosci schematow
4.3.1 Przypadek I: j, = —20

Zastosowany przed chwilg schemat [eapfrog dziatal stabilnie dlatego, ze uzyto kroku czasowego,

speliajacego warunek jego stabilnosci (72):

VAt
<,
Ax —
poniewaz dla wykorzystanego kroku: dt = ﬂ}fjm = 4;:% < Vi;. Przepltyw plamy dla takich

warunkow obserwowaliSmy na rysunkach 11. 7 = 4 zostato wprowadzone dla bezpieczenistwa -
zalezalo nam na tym, zeby schemat na pewno byl stabilny. Co prawda, z warunku (72) wyni-
kaloby, ze gwarancja stabilnosci jest juz 7 = 1, ale nalezy pamietac¢, ze analize von Neumanna
przeprowadzilismy dla jednowymiarowego przepltywu o statej predkosci unoszenia. Nie mozemy
by¢ pewni, ze to ograniczenie kroku czasowego jest wystarczajace rowniez dla dwoch wymiaréow
i zmiennego pola predkosci V(x, y). Poza tym, musimy wzia¢ pod uwage tez to, ze obliczenia
numeryczne nie sg dokladne. Nawet najlepsze typy liczbowe w jezykach programowania maja
ograniczenia i w efekcie utamki sa zaokraglane.

Sprobujmy teraz zmniejszy¢ 7 do tego stopnia, by moc zaobserwowaé niestabilnosé. Ob-
szary niestabilno$ci mozemy zobaczy¢ juz od 7 = 1.01. By¢ moze jest to mozliwe przy jeszcze
wiekszych wartoéciach 7, ale niestabilno$¢ mogtaby pojawiaé sie na tyle pézno, ze trzeba by
przeprowadzié¢ obliczenia i tworzy¢ rysunki az do bardzo odlegltego czasu T'. Trwaloby to z pew-
no$cig bardzo dtugo, wiec dalsze obliczenia bedziemy zawsze ogranicza¢ do maksymalnego czasu
T = 50 (do osiagniecia tego czasu prowadzone sa rachunki i zapisywane sa do plikow wartosci
calek I(t), (x); same rysunki gestosci niekoniecznie musza by¢ tworzone az do czasu 7', po-
niewaz program generuje ich konkretnie 10 w jednakowych dla danego przypadku odstepach
czasu, niezaleznie od czasu T - np. w rozdziale 4.2.2 pierwszym rysunkiem byt 11(a), dziesiatym
11(d), a szes¢ srodkowych zostalo pominietych).

Wryniki operacji widzimy na rys. 12. Prawie czterokrotnie wiekszy krok czasowy istotnie
przyspieszyl uzyskanie rozwiazania, jednak wyniki sg nie do przyjecia. Dla czasu 50dt - rys.
12(a) - schemat jeszcze dziala dobrze, jednak juz na nastepnej ilustracji widzimy powstajace
niestabilnosci, rozszerzajace sie wraz z czasem. Rozprzestrzeniajg sie od miejsc nad zastawka -
tam predkosé¢ cieczy jest najwieksza, a wlagnie V,,,, stawia ograniczenia na dt.

Z analizy von Neumanna (rozdzial 2.4.3) wiemy, ze schemat Cranka - Nicolsona powinien

dx
1.01Vimaax

tego nietrudno zgadnaé, ze zaoszczedzong ilo$¢ obliczen przez zwickszenie kroku dt stracimy na

sobie poradzié¢ z obliczeniem wynikéw dla uzytego dt = . Jest to przepis iteracyjny, dla-
wielokrotne iteracje. Sprobujmy wiec poltaczy¢ obie metody w jeden, zoptymalizowany schemat
- CN z caly pewnoscig trzeba uzy¢ na obszarze nad zastawka, jednak w pozostatych miejscach
metoda leapfrog powinna wystarczyc.

Dla tego celu stworzono w programie dodatkows funkcjonalnos¢, ktora pozwala na uzycie
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(a) Th = 50dt = 4.80772 (b) Ty = 200dt = 18.9481
;
0.8
0.6
0.4
0.2
0
-0.2

100 -50 0 50 100 150 100 -50 0 50 100 150
(¢) Ts = 350dt = 33.0884 (d) Ty = 500dt = 47.2288
Rysunek 12: Gestos¢ plamy p, leapfrog z dt = 1.()1(1%' Pojawiajace sie niestabilnosci ujawniaja

sie przez ogromne - dla programu nieskonczone - wartodci. Ograniczenie skali mapy gestosci
do [-0.2,1] powoduje wyrazne wyrysowanie niestabilnosci w postaci czarno - zottych plam

(warto$ci sa nieskoriczone na przemian dodatnio i ujemnie).

schematu Cranka - Nicolsona w tych puntach, gdzie

dx
Bdt > v Vij =\ ui; +vi; (82)

B € R jest stala, dobierang na podstawie badan tak, by CN zastosowano na obszarze o optymal-
nej wielkosci - na tyle duzym, zeby obejmowal wszystkie punkty, wprowadzajace niestabilnos¢,
ale i jak najmniejszym, by nie trzeba bylto niepotrzebnie obliczac iteracyjnie wartosci tam, gdzie

wystarczylby jawny schemat.

40 1 40 1
30 0g 30 0.8
20 20
10 06 10 06
0 0.4 0.4
-10 02 10 0.2
-20 -20
-30 0 30 0
-40 0.2 -40 0.2
0 100 -50 0 50 100 150

-100 -50 0 50 100 15

o

(a) Ty = 50dt = 4.80772 (b) Ty = 200dt = 18.9481
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(¢) T = 350dt = 33.0884 (d) Ty = 500dt = 47.2288

Rysunek 13: Gestos¢ plamy p, leapfrog z dt = , Zaznaczone na czerwono na tle nie-

dx
1.01Vimaz
stabilnosci obszary to punkty, zakwalifikowane przez program do schematu CN na podstawie

kryterium (82): 1.1dt > ‘%

Staty 0 wprowadzamy dla pewnosci stabilnosci obliczen - tak, jak poprzednio, nie mozemy
do konca ufa¢ warunkowi (72) - wynika on z analizy stabilnosci duzo prostszego przypadku, niz
badany. Po uruchomieniu programu dla réznych wartosci S okazuje sie, ze najmniejsza mozliwa,

liczba, przy rozwazanych warunkach, jest 8 = 1.1. Najpierw liczymy sam schemat [leapfrog

z dt = L()fl% i zaznaczamy te punkty, ktore program zakwalifikowal do schematu Cranka -
Nicolsona (13). Kolejne rysunki (14) przedstawiaja juz wyniki hybrydy obu schematow.
40 1 40 1
30 08 30 0.8
20 20
10 0.6 10 0.6
0 0.4 0 0.4
-10 02 10 0.2
-20 -20
-30 0 30 0
-40 0.2 -40 -0.2
100 -50 0 50 100 150 100  -50 0 50 100 150
(a) Th = 50dt = 4.80772 (b) T = 200dt = 18.9481
40 1 40 1
30 0g 30 0.8
20 20
10 06 1o 0.6
0 ) 04 0 ) 0.4
-10 0o 10 0.2
-20 -20
-30 0 39 0
-40 02 -40 -0.2
-100  -50 0 50 100 150 100 -50 0 50 100 150
(c) Ty = 350dt = 33.0884 (d) Ty = 500dt = 47.2288
Rysunek 14: Gestosé plamy p, hybryda leapfrog i Cranka - Nicolsona z dt = L()l(i%

Hybryda zadziatala prawidtowo. Na rys. 13 widaé, ze wystarczyto zastosowaé schemat Cran-

ka - Nicolsona na niewielkim obszarze (program wypisat, ze wynik poprawiono w 413 punktach).
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Oprocz wartosci 7 1 3, nalezato takze ustali¢ warunek zakonczenia iteracji schematu CN.
Sprawdzono wyniki dla réznych ilosci iteracji - starajac sie wybraé jak najmniejsza z mozliwych,
by nie obcigzaé¢ rachunku wieloma iteracjami. Okazuje sie, ze przy zwiekszaniu liczby iteracji od
4, wykresy gestosci sprawiaja wrazenie takich samych. Dla poréwnania pokazano zdjecia dla 80
i 4 iteracji (rys. 15). Przy trzech iteracjach widaé¢ bylo juz niewielkie réznice w potozeniu plamy,
a przy jednej - pojawiala si¢ niestabilnosé. Ktopot sprawiatl jeszcze $rodek pakietu, ktory przy
kazdej nastepnej iteracji przedstawial sie zupetnie inaczej - z kazda iteracjg podnosit sie coraz
wyzej. Ostatecznie wybrano 8 iteracji - dla tej ilosci (x) (rys. 16(b)) jest najblizszy wykresowi
dla leapfrog przy dt, gwarantujacym stabilno$¢ (rys. 10(b)). Dlatego, dla pewnosci poprawnosci

wynikow, tak wczeéniejsze, jak 1 pozniejsze obliczenia przy pomocy CN beda prowadzone dla

40
30
20
10
0
-10

o$miu iteracji. Wedtug rys. 10(a), I(t) tak, jak oczekujemy, zmienia sie nieznacznie.
-20
-30

1 40 1
0g 30 08
20
06 1 06
) 04 0 ) 0.4
02 10 0.2
-20
0 g 0
-40 0.2 -40 0.2
50 0 50 100 150 50 0 50 100 150

-100 -100

(a) 80 iteracji (b) 4 iteracje
Rysunek 15: Gesto$¢ plamy p, hybryda z dt = Lofl% dla roznej ilosci iteracji. Oba zdjecia

zrobiono w chwili 500dt = 47.2288.
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(a) Calka z gestosci I(t) (b) Srodek pakietu ()

Rysunek 16: Hybryda z dt = 1.()161% dla 8 iteracji.

Podsumowujac - skoro w hybrydzie mogliSmy uzy¢ niemalze czterokrotnie wickszego kroku

czasowego, wyniki otrzymali§my po proporcjonalnie mniejszej ilosci iteracji czasowych. Dla
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Tabela 1: Por6wnanie schematow dla j;, = —20

dt [los¢ iteracji | Ilo§¢ operacji
Stabilny leapfrog | 0.0238029 2100 41178900
Crank - Nicolson | 0.0942691 530 83142160
Hybryda leapfrog + CN | 0.0942691 530 12143890

kazdej z nich na czedci punktow siatki zastosowaliSmy iteracyjny schemat Cranka - Nicolsona,
jednakze ostatecznie ilo$¢ operacji z tabeli 1 dowodzi, ze hybryda zaoszczedzila ponad 70%
obliczen w stosunku do leapfrog i az 85% do samego CN (podliczano kazdorazowo operacje
obliczania gestosci dla danego punktu; tam, gdzie zastosowano CN - operacja taka zachodzita

o$miokrotnie, a kazda z tych oSmiu iteracji jest wliczona do ostatecznej sumy operacji).

4.3.2 Przypadek II: j, =0

Podobne badania, jak w rozdziale 4.3.1, przeprowadzimy dla zastawki: j; = 0. Taka sama obje-
tos¢ cieczy musi przeptynaé przez jeszcze wezszy obszar, dlatego nad przeszkoda wytworzy sie
wieksza predkosé. Zmienmy wartosé 7 na 0.01 (dla takiej liczby odpowiednio szybko obserwu-
jemy duzy wybuch niestabilnosci, ponadto jeszcze bardziej ograniczymy ilos¢ obliczen - krok
czasowy bedzie duzo wiekszy, niz dla stabilnego schematu leapfrog, gdzie 7 = 4).

Na poczatek zobaczmy, jak wyglada przeptyw przy tak wysokiej zastawce - stabilny leapfrog:
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a) Ty = 10000dt = 1.76794 (b) Ty = 40000dt = 7.07124
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(¢) T3 = 70000dt = 12.3745 (d) Ty = 100000dt = 17.6778

Rysunek 17: Gesto$¢ plamy p - leapfrog, dt = 4Vmw Jr =20
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Z powodu duzej wartosci predkosci maksymalnej V4., krok czasowy jest bardzo maly, wiec

obliczenia byty dtugotrwate.

0.12505 —————————————————— 100
0.125 | 80
0.12495 | el
40 t
0.1249 | \
= $ 20°¢
0.12485 |
O L
0.1248 | 20|
0.12475 ¢ 40 |
0-1247 1 1 1 1 1 1 1 1 1 _60 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
t t
(a) Calka z gestosci I(t) (b) Srodek pakietu ()
Rysunek 18: Leapfrog, dt = 4Vmaz Jr =20

Narys. 18(a) widzimy, ze I(t) nie zmienia si¢ znaczaco - wyniki sa poprawne. Srodek pakietu
(18(b)) wyglada juz mniej ptynnie, niz dla nizszej przeszkody (glownie w okolicach ¢t = 8 - gdy
plama przeplywa nad przeszkoda).

-40
400 -50 0 50 100 150
(a) Ty = 20dt = 1.48492 (b) Ty = 80dt = 5.72756
¥ " v 1
N/
W | 06
\ / . ; 0.6
W / : 0.4
. \\ i .
0.2
400 50 0 50 100 150 400 -50 0 50 100 150
(¢) T3 = 140dt = 9.97021 (d) Ty = 200dt = 14.2128

Rysunek 19: Gestosé plamy p, leapfrog z dt =

dx
0.01Vinaz

Rysunek 19 obrazuje niestabilnosci dla 400 razy wicekszego dt. Po wielu uruchomieniach dla
roznych wartosci [ ustalono, ze najlepsze wyniki otrzymuje sie dla § = 1.25. Na podstawie

zaleznosci (82), powoduje to zaznaczenie 999 punktow:
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Rysunek 20: Gesto$¢ plamy p, leapfrog z dt = Omd%, zaznaczone zrodlo niestabilnosci

Poprawa obliczen leapfrog schematem Cranka - Nicolsona daje $wietne efekty, poniewaz dla

stosunkowo duzego kroku czasowego dt otrzymujemy satysfakcjonujace wyniki:

o —————— 120
100 r
1.0125 | !
80
1.012 ¢ ' ] 60 |
/ ”
= / r
S 10115 / 1%
20
1.011 ] ol
20 +
1.0105 7
40 -
1.01 | L L L . \ L L . -60 1 | ! | L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
t t
(a) Calka z gestosci I(t) (b) Srodek pakietu ()

Rysunek 21: Hybryda z dt = g54—.

Calki z rys. 21 wygladaja bardzo podobnie do tych, ktore obliczono na podstawie stabilnego
schematu leapfrog (rys. 18). Plama oleju (rys. 22) przemieszcza sie zgodnie z przewidywaniami,
plynnie, bez zadnych oznak niestabilnosci.

Zestawienie z tabeli 2 jeszcze raz udowadnia wyzszo$¢ przygotowanej, hybrydowej metody.
Zwiekszylismy krok czasowy 400-krotnie (w stosunku do obliczeri ze stabilnego leapfrog) i za-

oszczedzilimy az 98.37% obliczen (ktore bylyby wykonane przy metodzie leapfrog), poniewaz

32



40 1 40 1
30 0g 30 0.8
20 20
10 0.6 1o 0.6
0 04 0 0.4
-10 02 10 0.2
-20 -20
-30 0 30 0
-40 0.2 -40 -0.2
00  -50 0 50 100 150 00 -50 0 50 100 150
a) Ty = 20dt = 1.48492 ) To = 80dt = 5.72756
40 1 40 1
30 0g 30 0.8
20 20
10 06 1o 0.6
0 04 0 0.4
-10 0o -10 0.2
-20 -20
-30 0 30 0
-40 -0.2 -4o -0.2
(¢) Ts = 140dt = 9.97021 (d) Ty = 200dt = 14.2128
Rysunek 22: Gestosé plamy p, hybryda leapfrog i Cranka - Nicolsona z dt = (mfl%

Tabela 2: Poréwnanie schematow dla j, =0

dt Iloé¢ iteracji | Ilosé¢ operacji

Stabilny leapfrog | 0.000176777 282842 1189056242

Crank - Nicolson | 0.0707107 707 109664184
Hybryda leapfrog + CN | 0.0707107 707 19358367

ilo§¢ operacji jest mniejsza az o 2 rzedy wielkosci. W tym przypadku schemat leapfrog okazat
sie na tyle niepraktyczny, ze nawet sam niejawny schemat Cranka - Nicolsona wymaga ponad

dziesieciokrotnie mniejszej iloSci operacji.

5 Podsumowanie

Celem pracy byto badanie niestabilno$ci schematéw roznicowych, a przede wszystkim stworzenie
nowego schematu, taczacego w sobie prostote obliczen leapfrog oraz stabilno$é metody Cranka
- Nicolsona. Udato sie to zrealizowa¢ - co wiecej, uzyskano bardzo ciekawe wyniki.

Leapfrog posiada ograniczenie na krok czasowy, uniemozliwiajace zwiekszenie dt. Moznaby
to zrobi¢ jedynie, zmniejszajac rownoczesnie krok przestrzenny, ale byloby to réwnie nieprak-
tyczne.

Z kolei czysty schemat Cranka - Nicolsona moglibyémy uzna¢ za najlepszy, poniewaz nie ma

33



takiego ograniczenia. Minusem jest jednak fakt, iz mamy do czynienia z metodg iteracyjna, a to
zawsze spowalnia uzyskiwanie rozwiazania i czesto robi ogromna roznice w szybkosci dziatania.
Szczegblnie w naszym przypadku, gdzie obliczenia prowadzimy w dwoch wymiarach na dosé
duzej siatce. Dla zastawki j;, = —20 wymagal az dwukrotnie wiecej operacji, niz krytykowany
leapfrog (tab. 1).

Optymalne potaczenie tych dwoch schematow okazato sie by¢ idealne - wyniki mowiag same
za siebie, wystarczy spojrze¢ na zestawienie w tabelach 1 i 2, gléwnie na ilo$¢ dokonanych
operacji. W obu przypadkach, liczby przemawiaja na korzys¢ hybrydy. Warto zwrécié uwage,
ze im wieksza predkos¢ maksymalna V,,,, cieczy, tym hybryda odnosi wickszy sukces. Jest to
spowodowane wtasnie ograniczeniem kroku czasowego w schemacie leapfrog - dt jest odwrotnie
proporcjonalne do V..., natomiast nie przeszkadza to schematowi Cranka - Nicolsona, uzytemu
w hybrydzie dla odpowiedniego obszaru. Woéwczas nawet sam niejawny CN, zastosowany dla
calej siatki obliczen, okazuje sie by¢ duzo lepszy, niz leapfrog. Oczywiscie, o czym réwnie jasno
swiadcza wspomniane tabele, jawno - niejawny schemat hybrydowy, zaproponowany i przete-
stowany w tej pracy inzynierskiej, okazat sie bardziej wydajny numerycznie, niz obie jego czesci

sktadowe - CN oraz leapfrog.
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