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1 Cele pracy

Praca b¦dzie dotyczyªa numerycznego rozwi¡zania cz¡stkowego równania ró»niczkowego, opi-

suj¡cego zjawisko adwekcji. Pod mianem adwekcji rozumie si¦ unoszenie zachowanej wielko±ci

skalarnej przez pole wektorowe (np. unoszenie zanieczyszcze« przez strumie« cieczy). Celem

pracy jest wprowadzenie hybrydowego schematu ró»nicowego do rozwi¡zania równania adwek-

cji przy polu pr¦dko±ci, cechuj¡cym si¦ du»¡ zmienno±ci¡ przestrzenn¡.

W rozwi¡zywaniu równa« cz¡stkowych wygodne jest u»ywanie schematów jawnych, które

dziaªaj¡ jak podstawienia. Schematy te charakteryzuje jednak ograniczenie na maksymalny krok

czasowy, gwarantuj¡cy stabilno±¢ rachunku. Metody niejawne pozwalaj¡ rozwi¡zywa¢ schema-

ty z dowolnie du»ym krokiem czasowym, ale wykonanie pojedynczego kroku czasowego mo»e

by¢ czasochªonne, jako »e zachodzi przez rozwi¡zanie ukªadu równa« (w naszym przypadku -

liniowych).

W pracy rozwa»any jest praktycznie wa»ny problem - pola pr¦dko±ci, danego przez rozwi¡-

zania równa« Naviera-Stokesa dla lepkiej i nie±ci±liwej cieczy, która przepªywa przez zw¦»enie

kanaªu. W zw¦»eniu pr¦dko±¢ jest bardzo du»a. W pracy zbadamy, jak w okolicach przew¦»enia

w schemacie jawnym pojawia si¦ niestabilno±¢ i jak propaguje si¦ ona na caªe pudªo oblicze-

niowe. Poprawny, numeryczny opis adwekcji dla przew¦»enia wymaga zastosowania schematu

niejawnego lub schematu jawnego z bardzo drobnym krokiem czasowym. W pracy wykonana

zostanie próba wprowadzenia metody, w której zastosowany b¦dzie schemat niejawny w prze-

w¦»eniu, a jawny wsz¦dzie poza nim. Przedyskutujemy efektywno±¢ tej metody.

Uzyskany schemat - je±li uda si¦ go tak zaprogramowa¢, aby w miar¦ optymalnie wybieraª

obszary, gdzie ma zastosowa¢ przepis jawny, a gdzie niejawny - powinien by¢ stabilny, dawa¢

dobre wyniki dla wi¦kszych kroków czasowych, ni» schemat leapfrog, oraz wymaga¢ mniejszej

ilo±ci oblicze«. Schematem jawnym, u»ywanym w pracy, b¦dzie schemat leapfrog, natomiast

niejawnym - klasyczny schemat Cranka-Nicolsona.

2 Wst¦p teoretyczny

2.1 Wprowadzenie do mechaniki pªynów

Mechanika pªynów zajmuje si¦ kinematyk¡ i dynamik¡ pªynów, tj. cieczy i gazów. Posiadaj¡

one kilka wªa±ciwo±ci �zycznych, istotnych dla poni»szej pracy, dlatego zostan¡ one w tej sekcji

krótko omówione1.

G¦sto±¢ pªynu ρ dla chwili t punkcie (x, y, z) to granica:

ρ = lim
∆V→0

∆m

∆V
=
dm

dV

[
kg

m3

]
. (1)

1Podstawowe poj¦cia i wzory mechaniki pªynów na podstawie: [2, str. 16 - 19]
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�ci±liwo±ci¡ nazywamy skªonno±¢ pªynu do deformacji obj¦to±ciowej pod wpªywem zmiany

ci±nienia dp. Wymusza ono na obj¦to±ci V zmian¦ o dV . �ci±liwo±¢ charakteryzuje wspóªczynnik

±ci±liwo±ci, de�niowany jako

ks = − 1

V
· dV
dp

[
1

Pa

]
. (2)

Gazy charakteryzuj¡ si¦ du»¡ ±ci±liwo±ci¡, natomiast dla cieczy powy»szy wzór daje tak maªe

warto±ci, »e zazwyczaj s¡ pomijane. Tak b¦dzie i w tej»e pracy.

Lepko±¢ oznacza wªa±ciwo±¢, która charakteryzuje wewn¦trzny opór przeciwko ruchowi

pªynu, pochodz¡cy od jego przemieszczaj¡cych si¦ warstw. W uproszczeniu mo»na przyj¡¢,

»e pomi¦dzy s¡siaduj¡cymi ze sob¡, poruszaj¡cymi si¦ z ró»n¡ pr¦dko±ci¡, warstwami powstaje

tarcie, spowodowane przesuwaniem si¦ ich po sobie nawzajem.

Pr¦dko±¢ warstwy pªynu, znajduj¡cej si¦ bezpo±rednio na pªaskiej ±ciance, pozostaje w bezruchu

(tzw. warunek brzegowy bez po±lizgu). Im bardziej b¦dziemy w tych rozwa»aniach oddala¢ si¦

od ±cianki, tym pr¦dko±¢ pªynu b¦dzie wi¦ksza - tzn., »e ka»da warstwa b¦dzie miaªa inn¡ jej

warto±¢. Zjawisko to jest spowodowane omawian¡ lepko±ci¡.

W u»ywanych dalej wzorach cz¦sto b¦dziemy spotyka¢ oznaczenie µ
[
kg
m·s = Pa · s

]
- jest to

dynamiczny wspóªczynnik lepko±ci, b¦d¡cy miar¡ lepko±ci pªynu. Jest on szczególnie istotny

w cieczach, natomiast w gazach cz¦sto pomijany.

G¦sto±¢ i ±ci±liwo±¢ pªynu s¡ zale»ne od ci±nienia p [Pa]. Jego wpªyw b¦dziemy zaznacza¢

przez gradient ci±nienia Q.

Podsumowuj¡c - �Mechanika pªynu doskonaªego wykorzystuje model pªynu nielepkiego i nie-

±ci±liwego, a mechanika pªynu rzeczywistego - model pªynu lepkiego i ±ci±liwego.Model pªynu

lepkiego i nie±ci±liwego jest zbli»ony do wªasno±ci cieczy, model pªynu nielepkiego

i ±ci±liwego odpowiada natomiast warunkom przepªywu gazu z du»ymi pr¦dko±ciami�2. Zgod-

nie z tym, skoro b¦dziemy bada¢ wªasno±ci cieczy, przyjmiemy dobrze j¡ przybli»aj¡cy model

pªynu lepkiego i nie±ci±liwego.

2.2 Przepªyw stacjonarny

2.2.1 De�nicja

Rozró»niamy przepªyw ustalony i nieustalony. Je»eli parametry ruchu (takie, jak pr¦dko±¢,

g¦sto±¢, ci±nienie) zmieniaj¡ si¦ wraz z czasem, to przepªyw nazywamy nieustalonym (niesta-

cjonarnym). W innym wypadku - staªe parametry (np. pr¦dko±¢ pªynu w danym punkcie jest

staªa) - mamy do czynienia z przepªywem ustalonym (stacjonarnym)3.

Ponadto, dla uproszczenie przyjmiemy, »e przepªyw jest niezmienny przy przesuni¦ciu

wzdªu» jednej z osi, b¦d¡cych prostopadªymi do kierunku przepªywu. Dlatego wystarczy przeba-

da¢ model dwuwymiarowy (x, y), pomijaj¡c kierunek tej osi - tak, jak na rysunku [1]. Jak wida¢,

2�ródªo cytatu: [2, str. 35]
3[2, str. 33]
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wierzchoªki wstawionej zastawki znajduj¡ si¦ w punktach siatki: (−ik,−40), (ik,−40), (−ik, jk)
oraz (ik, jk), natomiast caªo±¢ siatki zawiera si¦ w prostok¡cie: [−100, 150] × [−40, 40]. Ka»dy

punkt (i, j) siatki odpowiada w rzeczywisto±ci punktowi o wspóªrz¦dnych (x, y) = (idx, jdy).

Przyjmiemy, »e dz = dx = dy = 0.01, dlatego: (x, y) = (idz, jdz) = (0.01i, 0.01j). Oznacza to,

»e pudªo obliczeniowe we wspóªrz¦dnych (x, y) to prostok¡t [−1, 1.5]× [−0.4, 0.4].

Rysunek 1: Obraz przedstawia przekrój rury z zastawk¡, na której b¦dziemy pracowa¢. Jak

nietrudno zauwa»y¢, gdy przez rur¦ popªynie ciecz, pr¦dko±¢ punktowo b¦dzie staªa. Dlatego

w niniejszej pracy wykorzystamy model przepªywu stacjonarnego.

2.2.2 Linie i funkcja strumienia, wirowo±¢

Liniami strumienia nazywamy krzywe, b¦d¡ce w ka»dym punkcie równolegªe do kierunku

przepªywu, czyli do wektora pr¦dko±ci w tym punkcie. W przypadku dwuwymiarowego wektora
~V = [u, v], równolegªo±¢ elementów dx i dy takiej krzywej opisujemy równaniem:

dy

dx
=
v

u
. (3)

Co istotne, granice pozostaj¡cych w bezruchu, pªaskich, szczelnych ±cianek (np. rury lub prze-

grody) s¡ zawsze jednymi z linii strumienia, poniewa» pªyn nie mo»e przekroczy¢ tych staªych

powierzchni, ograniczaj¡cych go4.

W przypadku dwóch wymiarów, koncepcj¦ linii strumienia mo»emy powi¡za¢ z równaniem

ci¡gªo±ci w poni»szy sposób.

Równanie ci¡gªo±ci :
∂ρp
∂t

+∇ρp~V = 0. (4)

4[4, str. 23]

8



Jak ustalono wcze±niej, przepªyw w naszym do±wiadczeniu jest stacjonarny, st¡d g¦sto±¢ jest

niezale»na od czasu: ∂ρp
∂t

= 0. Zaªo»yli±my te», »e pªyn jest nie±ci±liwy - staªa g¦sto±¢ (przyj-

miemy ρp = 1). Ostatecznie z równania ci¡gªo±ci otrzymujemy:

∇~V = 0 (5)
∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0. (6)

Teraz ju» mo»na wprowadzi¢ poj¦cie funkcji strumienia ψ, zale»nej od x, y (w odpowied-

nim przypadku, mo»e zale»e¢ równie» od czasu):

u =
∂ψ

∂y
, v = −∂ψ

∂x
. (7)

Prost¡ zale»no±¢ funkcji strumienia od pr¦dko±ci mo»emy uzyska¢, zapisuj¡c równanie:

dψ = ∂ψ
∂x
· dx+ ∂ψ

∂y
· dy, i wstawaj¡c do niego wzory (7)5:

dψ = udy − vdx. (8)

Wirowo±ci¡ ζ nazywamy rotacj¦ wektora pr¦dko±ci ~V , st¡d:

ζ = rot~V =
∂u

∂y
− ∂v

∂x
. (9)

�¡cz¡c równania (7) i (9):

ζ =
∂
(
∂ψ
∂y

)
∂y

−
∂
(
−∂ψ
∂x

)
∂x

=
∂2ψ

∂y2
+
∂2ψ

∂x2
. (10)

W ten sposób dostajemy pierwsze z równa«6, które b¦dziemy rozwi¡zywa¢ numerycznie:

∇2ψ = ζ. (11)

Jest to równanie Poissona z wirowo±ci¡ w roli niejednorodno±ci.

2.2.3 Równania Naviera-Stokesa

Kolejnymi, podstawowymi równaniami hydrodynamiki s¡ równania Naviera-Stokesa. Dotycz¡

zasad zachowania p¦du i masy dla przepªywu pªynu:

∂~V

∂t
= −

(
~V · ∇

)
~V − 1

ρp
·Q+

µ

ρp
· ∇2~V , (12)

gdzie µ to dynamiczny wspóªczynnik lepko±ci, Q - gradient ci±nienia7.

5[4, str. 24]
6Wyprowadzenie równania na podstawie: [5, str. 150 - 152]
7Za: [5, str. 150]
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W ogólnym przypadku, ci±nienie jest zale»ne od temperatury i g¦sto±ci, ale zakªadamy,

»e temperatura jest staªa. Podobnie g¦sto±¢ ρp = const, skoro przyjmujemy, »e nasz pªyn (kon-

kretniej - ciecz) jest nie±ci±liwy. Pr¦dko±¢ w danym punkcie nie zmienia si¦ w czasie (przepªyw

ustalony), st¡d tak, jak w poprzedniej sekcji, pozbywamy si¦ pochodnej:(
~V · ∇

)
~V = −Q

ρp
+
µ

ρp
∇2~V , (13)

co w dwóch wymiarach daje:

u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= −Q

ρp
+
µ

ρp
∇2u (14)

u
∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
= −Q

ρp
+
µ

ρp
∇2v. (15)

(14) ró»niczkujemy po y, (15) po x:

u · ∂
2u

∂x∂y
+ v · ∂

2u

∂y2
=

µ

ρp
∇2∂u

∂y
(16)

u · ∂
2v

∂x2
+ v · ∂

2v

∂x∂y
=

µ

ρp
∇2 ∂v

∂x
, (17)

...odejmujemy stronami:

u
∂

∂x

(
∂u

∂y
− ∂v

∂x

)
+ v

∂

∂y

(
∂u

∂y
− ∂v

∂x

)
=

µ

ρp
∇2

(
∂u

∂y
− ∂v

∂x

)
. (18)

Z de�nicji wirowo±ci (9):

u
∂ζ

∂x
+ v

∂ζ

∂y
=

µ

ρp
∇2ζ. (19)

Po wstawieniu wzorów (7) otrzymujemy drugie z równa«, które b¦dziemy rozwi¡zywa¢8:

µ

ρp
∇2ζ =

∂ψ

∂y

∂ζ

∂x
− ∂ψ

∂x

∂ζ

∂y
. (20)

2.2.4 Przepªyw Poiseuille

Jeden z najprostszych przypadków, które opisuj¡ równania Naviera-Stokesa, to tzw. przepªyw

Poiseuille, tj. przepªyw w rurze bez »adnej przeszkody. Wówczas ruch pªynu jest symetryczny,

wi¦c pr¦dko±¢ ~V ma tylko jedn¡ skªadow¡: ~V = [u, v] = [u(y), 0]9. W takim przypadku potra�my

u(y) policzy¢ analitycznie, a co za tym idzie - ψ i ζ równie».

Zaczynamy od przeksztaªcenia równania (14). Bierzemy pod uwag¦, »e ∂u
∂x

= 0 i v = 0:

0 = −Q
ρp

+
µ

ρp

∂2u

∂y2
. (21)

8Wyprowadzenie na podstawie: [5, str. 151 - 152]
9[4, str. 62]
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Przeksztaªcamy równanie tak, aby wyliczy¢ skªadow¡ pr¦dko±ci10: u.

∂2u

∂y2
=

Q

µ
(22)

∂u

∂y
=

Q

µ
y + A, A ∈ R (23)

u =
Q

µ
· 1

2
y2 + Ay +B, B ∈ R (24)

u =
Q

2µ

(
y2 +

2µ

Q
Ay +

2µ

Q
B

)
(25)

Dla uªatwienia zapisu: C = 2µ
Q
A, D = 2µ

Q
B. Miejsca zerowe: y1 = −C−

√
C2−4D
2

,

y2 = −C+
√
C2−4D
2

.

u =
Q

2µ
(y − y1) (y − y1) =

Q

2µ

(
y2 − y(y1 + y2) + y1y2

)
(26)

W naszym przypadku przepªyw wyklucza po±lizg na ±ciankach - st¡d u(y = −0.4),

u(y = 0.4) = 0. Wobec tego chcemy, »eby dla y ∈ {−0.4, 0.4} wzór si¦ zerowaª - dlatego

przyjmujemy, »e warto±ci te s¡ miejscami zerowymi11 równania (26): y1 = −0.4, y2 = 0.4.

Teraz znalezienie funkcji strumienia i wirowo±ci jest ju» proste (za równaniami (7), (9)):

ψa(x, y) =

∫
udy =

Q

2µ

(
y3

3
− y2

2
(y1 + y2) + yy1y2

)
(27)

ζa(x, y) =
du

dy
=

Q

2µ
(2y − y1 − y2) . (28)

S¡ to rozwi¡zania dokªadne - analityczne. W programie skorzystamy z nich, wstawiaj¡c je

jako warunki brzegowe dla przepªywu Poiseuille na bokach prostok¡ta siatki obliczeniowej.

2.2.5 Przepªyw z zastawk¡ - warunki na ±ciankach

Do rury wstawiamy przeszkod¦ (sytuacja z rysunku (1)). Wszystkie brzegi s¡ jednocze±nie

liniami strumienia i tak, jak w przepªywie Poiseuille, ustalamy tam warto±ci analityczne ψ(x, y)

(wzór (27)). Tym razem nie mo»na takiego zabiegu wykona¢ z wirowo±ci¡, poniewa» teraz jest

ona zmienna dla ró»nych iteracji, zale»na od ψ12.

Z rozwini¦cia w szereg Taylora:

ψ(i, j + 1) = ψ(i, j) + dz
∂ψ

∂y
(i, j) +

dz2

2

∂2ψ

∂y2
(i, j) + ... (29)

Na górnym brzegu zastawki u = ∂ψ
∂y

= 0 oraz ∂2ψ
∂y2

= ∂u
∂y

= ζ. St¡d:

ψ(i, j + 1) = ψ(i, j) +
dz2

2
· ζ(i, j) (30)

10Rozwi¡zanie analityczne równania za: [4, str. 63]
11[1, wykªad 10, str. 37]
12Wyprowadzenie warunków brzegowych na podstawie: [5, str. 154 - 157]
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ζ(i, jk) = 2
ψ(i, jk + 1)− ψ(i, jk)

dz2
. (31)

Tak¡ sam¡ sytuacj¦ mamy na ±ciankach rury (poniewa» równie» s¡ ustawione horyzontalnie):

ζ(i, 40) = 2
ψ(i.39)− ψ(i, 40)

dz2
(32)

ζ(i,−40) = 2
ψ(i.− 39)− ψ(i,−40)

dz2
. (33)

Analogicznie mo»emy przeprowadzi¢ rozwa»ania dla lewej i prawej kraw¦dzi zastawki:

ψ(i+ 1, j) = ψ(i, j) + dz
∂ψ

∂x
(i, j) +

dz2

2

∂2ψ

∂x2
(i, j) + ... (34)

Tutaj: v = −∂ψ
∂x

= 0 oraz ∂2ψ
∂x2

= − ∂v
∂x

= ζ.

ψ(i+ 1, j) = ψ(i, j) +
dz2

2
· ζ(i, j) (35)

Dlatego na omawianych brzegach:

ζ(ik, j) = 2
ψ(ik + 1, j)− ψ(ik, j)

dz2
(36)

ζ(−ik, j) = 2
ψ(−ik − 1, j)− ψ(−ik, j)

dz2
. (37)

Warto±ci na rogach przeszkody ustalimy, obliczaj¡c ±redni¡ arytmetyczn¡ z przyj¦tych (na

przecinaj¡cych si¦ w tym punkcie odcinkach) warunków brzegowych.

2.2.6 Dyskretyzacja równa«

Oba równania, de�niuj¡ce zale»no±¢ mi¦dzy strumieniem a wirowo±ci¡, rozwi¡»emy metod¡

relaksacji13. Jest to metoda iteracyjna, dlatego w ka»dej iteracji wzory poprawiaj¡ ostatnie

z wyników ψ i ζ.

Równanie (11) jest bardzo proste w dyskretyzacji - jak zwykªe równanie Poissona:

ψ(i, j) :=
ψ(i+ 1, j) + ψ(i− 1, j) + ψ(i, j + 1) + ψ(i, j − 1)− ζ(i, j)dz2

4
. (38)

Bardziej skomplikowana dyskretyzacja czeka nas przy równaniu (20) - jest to wci¡» równanie

eliptyczne, jednak ju» nie Poissona:

ζ(i, j) :=
ζ(i+ 1, j) + ζ(i− 1, j) + ζ(i, j + 1) + ζ(i, j − 1)

4
−

− [ψ(i, j + 1)− ψ(i, j − 1)][ζ(i+ 1, j)− ζ(i− 1, j)]

16
+ (39)

+
[ψ(i+ 1, j)− ψ(i− 1, j)][ζ(i, j + 1)− ζ(i, j − 1)]

16

By móc osi¡gn¡¢ nasz cel - rozwi¡zanie równania adwekcji - z tych dwóch wyników b¦dziemy

musieli znale¹¢ pole pr¦dko±ci. Ze wzorów (7) i de�nicji pochodnej cz¡stkowej wynika, »e:

u(i, j) =
ψ(i, j + 1)− ψ(i, j)

dz
, v(i, j) = −ψ(i+ 1, j)− ψ(i, j)

dz
. (40)

13�ródªo dyskretyzacji strumienia i wirowo±ci: [1, wykªad 10, str. 47]
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2.3 Adwekcja

2.3.1 De�nicja, równanie adwekcji

Adwekcja jest to zjawisko �zyczne, polegaj¡ce na unoszeniu wielko±ci skalarnej (np. g¦sto±ci

plamy oleju, rozlanej na cieczy) przy pomocy wielko±ci wektorowej (np. pola pr¦dko±ci wspo-

mnianej cieczy)14. Sama adwekcja jest efektem tylko i wyª¡cznie kinetycznym (taki przypadek

rozpatrujemy, chocia» w rzeczywisto±ci rzadko spotyka si¦ j¡ sam¡ - cz¦±ciej wraz z np. dy-

fuzj¡). Opisuje j¡ równanie hiperboliczne pierwszego rz¦du, tzw. równanie adwekcji. Chcemy

w ka»dym punkcie obliczy¢ g¦sto±¢ ρ(x, y) rozlanej plamy oleju w zale»no±ci od (wyliczonego

z równa« (11), (20), i (7)) pola pr¦dko±ci ~V cieczy.

Zakªadamy, »e interesuje nas obszar Ω o brzegu Γ, w którym wyst¦puje ~V , b¦d¡ce niezale»ne

od czasu (przyj¦li±my model przepªywu stacjonarnego). Zasada zachowania masy15:

∂

∂t

∫∫∫
Ω

ρ(r, t)d3r = −
∫∫
Γ

ρ(r, t)~V (r)d2r. (41)

Do uproszczenia przydatny jest wzór Gaussa - Ostrogradskiego:

Twierdzenie 1 (Gaussa - Ostrogradskiego)

�Niech w obszarze przestrzennym V ograniczonym powierzchni¡ zamkni¦t¡ S dane b¦dzie pole

wektorowe W(P,Q,R) klasy C1. Zachodzi wzór∫∫∫
V

(Px +Qy +Rz)dv =

∫∫
S+

Pdydz +Qdzdx+Rdxdy, (42)

gdzie S+ oznacza zewn¦trzn¡ stron¦ powierzchni S�16.

W rozpatrywanym przypadku wzór ten przyjmuje form¦:∫∫∫
Ω

∇
[
ρ(r, t)~V (r)

]
d3r =

∫∫
Γ

ρ(r, t)~V (r)d2r. (43)

Po wstawieniu do wzoru (41) otrzymujemy:

∂

∂t

∫∫∫
Ω

ρ(r, t)d3r = −
∫∫∫

Ω

∇
[
ρ(r, t)~V (r)

]
d3r (44)

∂

∂t
ρ(r, t) = −∇

[
ρ(r, t)~V (r)

]
. (45)

Powy»sze równanie to poszukiwane równanie adwekcji. B¦dziemy je rozwi¡zywa¢ w dwóch

wymiarach:
∂ρ(x, y, t)

∂t
= −∇

[
ρ(x, y, t) · ~V (x, y)

]
. (46)

14De�nicja za: [1, wykªad 13, str. 4]
15Wyprowadzenie równania adwekcji na podstawie: [1, wykªad 13, str. 4]
16�ródªo twierdzenia: [6, str. 156]
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Co prawda operator∇ znajduje si¦ przed ilorazem
[
ρ(x, y, t) · ~V (x, y)

]
, gdzie ~V (x, y) jest zmien-

ne w przestrzeni, jednak równanie opisuje przypadek ogólny. My wybrali±my ciecz nie±ci±liw¡,

a dla takiego pªynu dywergencja ∇~V = 0, wi¦c mo»emy pomin¡¢ t¦ cz¦±¢ pochodnej iloczynu,

w której liczyliby±my pochodn¡ cz¡stkow¡ ∂~V
∂x

lub ∂~V
∂y
.17

∂ρ(x, y, t)

∂t
= −u(x, y) · ∂ρ(x, y, t)

∂x
− v(x, y) · ∂ρ(x, y, t)

∂y
(47)

Równanie adwekcji to jedno z prostszych równa« cz¡stkowych. W jednym wymiarze bez

problemu da si¦ analitycznie wyliczy¢ rozwi¡zanie. Problem pojawia si¦ przy wi¦kszych wymia-

rach. W niektórych przypadkach jest ono prawie niemo»liwe do rozwi¡zania matematycznego,

dlatego cz¦sto jest rozwi¡zywane numerycznie.

2.3.2 Dyskretyzacja

Równanie (47) b¦dziemy rozwi¡zywa¢ dwoma schematami ró»nicowymi (oraz trzecim, b¦d¡cym

poª¡czeniem wcze±niejszych). Pierwszy z nich to leapfrog , który konstruujemy przy u»yciu

centralnych schematów ró»nicowych 18:

ρn+1
i,j − ρn−1

i,j

2dt
= −ui,j

ρni+1,j − ρni−1,j

2dx
− vi,j

ρni,j+1 − ρni,j−1

2dy
(48)

ρn+1
i,j = ρn−1

i,j − dt
(
ui,j

ρni+1,j − ρni−1,j

dz
+ vi,j

ρni,j+1 − ρni,j−1

dz

)
. (49)

Jest to schemat dwupoziomowy, dlatego musi wystartowa¢ od g¦sto±ci plamy w dwóch chwilach:

t = 0 i t = dt, czyli n = 1 i n = 2. W obliczeniach przyjmiemy, »e w chwili pocz¡tkowej plam¦

rozlano w sposób:

ρ1
i,j = ρ(x, y, t = 0) = e−25((x+0.6)2+y2), (50)

...a po upªywie czasu dt pozwolimy jej przenie±¢ si¦ wraz z lokaln¡ pr¦dko±ci¡:

ρ2
i,j = ρ(xi − ui,jdt, yj − vijdt, t = 0). (51)

U»yjemy równie» schematu Cranka - Nicolsona. Aby zdyskretyzowa¢ równanie (47) t¡

metod¡, nale»y najpierw rozpatrze¢ schematy: przedni Eulera i wsteczny Eulera (tworzone

przy pomocy prawostronnego ilorazu ró»nicowego dla pochodnej czasowej, a tak»e centralnego

ilorazu dla pochodnej przestrzennej w odpowiedniej chwili czasowej), a nast¦pnie u±redni¢ je

stronami 19:

• Przedni schemat Eulera

ρn+1
i,j − ρni,j
dt

= −ui,j
ρni+1,j − ρni−1,j

2dx
− vi,j

ρni,j+1 − ρni,j−1

2dy
(52)

ρn+1
i,j = ρni,j −

dt

2dz

[
ui,j
(
ρni+1,j − ρni−1,j

)
+ vi,j

(
ρni,j+1 − ρni,j−1

)]
(53)

17[1, wykªad 14, str. 36]
18Dyskretyzacja schematu leapfrog na podstawie: [1, wykªad 14, str. 36]
19Dyskretyzacja schematu CN na podstawie: [1, wykªad 14, str. 47]
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• Wsteczny schemat Eulera

ρn+1
i,j − ρni,j
dt

= −ui,j
ρn+1
i+1,j − ρn+1

i−1,j

2dx
− vi,j

ρn+1
i,j+1 − ρn+1

i,j−1

2dy
(54)

ρn+1
i,j = ρni,j −

dt

2dz

[
ui,j
(
ρn+1
i+1,j − ρn+1

i−1,j

)
+ vi,j

(
ρn+1
i,j+1 − ρn+1

i,j−1

)]
(55)

• Schemat Cranka - Nicolsona - z równa« (53), (55)

ρn+1
i,j = ρni,j −

dt

4dz

[
ui,j
(
ρni+1,j + ρn+1

i+1,j − ρni−1,j − ρn+1
i−1.j

)
+

+ vi,j
(
ρni,j+1 + ρn+1

i,j+1 − ρni,j−1 − ρn+1
i,j−1

)]
(56)

2.4 Stabilno±¢

2.4.1 Twierdzenia

Stabilno±¢ schematu ró»nicowego to wªa±no±¢, która okre±la, »e je±li warunek pocz¡tkowy zo-

stanie zaburzony o sko«czone warto±ci, to ró»nica miedzy rozwi¡zaniami (przed i po zaburzeniu)

tak»e b¦dzie sko«czona20.

Kolejnym poj¦ciem, potrzebnym w dalszych rozwa»aniach, jest zbie»no±¢ - oznacza, »e przy

bardzo maªym kroku czasowym (∆t→ 0), bª¡d globalny e d¡»y do 0 w chwili T 21:

lim
∆t→0,n→∞,n∆t=T

|en| = 0. (57)

Silniejszym kryterium, ni» zde�niowana wcze±niej stabilno±¢, jest stabilno±¢ bezwzgl¦d-

na. Okre±lamy j¡ dla danego schematu wraz z równaniem, które ma rozwi¡zywa¢. Schemat

ró»nicowy dla okre±lonego, staªego kroku ∆t jest bezwzgl¦dnie stabilny, gdy jego wyniki pozo-

staj¡ sko«czone [1, wykªad 13, str. 45].

Twierdzenie 2 (Kryterium CFL: Couranta - Friedrichsa - Lewy'ego)

�Warunkiem koniecznym zbie»no±ci schematu ró»nicowego (dla dowolnego warunku pocz¡t-

kowego) jest, aby jego numeryczna domena zale»no±ci zawieraªa w sobie (�zyczn¡) domen¦

zale»no±ci równania ró»niczkowego.�22

Powy»sze twierdzenie rozumiemy w nast¦puj¡cy sposób: rozwi¡zanie numeryczne nie mo»e wy-

przedzi¢ faktycznego zjawiska - np. dla równania fali, krok czasowy ∆t nie mo»e byc wi¦kszy, ni»

czas, który w rzeczywisto±ci zajmuje fali przebycie danej odlegªo±ci ∆x (wielko±¢ oczka siatki):

∆t ≤ ∆x

Vmax
. (58)

W zapisie przyj¦to, »e

α =
V∆t

∆x
(59)

to liczba Couranta23.
20De�nicja stabilno±ci na podstawie: [1, wykªad 13, str. 39]
21De�nicja zbie»no±ci za: [1, wykªad 13, str. 33]
22�ródªo twierdzenia: [1, wykªad 13, str. 29]
23[1, wykªad 13, str. 15]
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Twierdzenie 3 (Zasada Maksimum)

Schemat postaci

Un+1
n =

∑
|s|≤S

csU
n
j+s (60)

jest bezwzgl¦dnie stabilny, gdy ka»dy wspóªczynnik cs jest dodatni, a ich suma jest równa 1.24

Stabilno±¢ u»ytych w pracy schematów - leapfrog i Cranka - Nicolsona - przebadamy

przy pomocy analizy von Neumanna w najbli»szych dwóch podrozdziaªach. Dla uªatwienia

zrobimy to w jednym wymiarze (w interesuj¡cych nas dwóch wymiarach zale»no±ci ko«cowe s¡

analogiczne). Na potrzeby analizy b¦dziemy wi¦c dyskretyzowa¢ równanie (47) w formie:

∂ρ(x, t)

∂t
= −V (x)

∂ρ(x, t)

∂x
. (61)

2.4.2 Schemat leapfrog

Dyskretyzacja równania (61), przeprowadzona podobnie, jak wcze±niej w dwóch wymiarach:

ρn+1
j = ρn−1

j − α(ρnn+1 − ρnj−1). (62)

Analiz¦ von Neumanna25 zaczynamy od transformaty Fouriera:

ρ0
k(xj = j∆x) =

∑
k

A0
ke
ijk∆x, (63)

...któr¡ stosujemy do (62):

An+1
k = −αAnk

(
eik∆x − e−ik∆x

)
+ An−1

k . (64)

Eksponent¦ zamieniamy z wzoru Eulera (eiϕ = cos(ϕ) + i sin(ϕ)):

An+1
k = −αAnk (cos(k∆x) + i sin(k∆x)− cos(−k∆x)− i sin(−k∆x)) + An−1

k =

= −αAnk (cos(k∆x) + i sin(k∆x)− cos(k∆x) + i sin(k∆x)) + An−1
k =

= −2iαAnk sin(k∆x) + An−1
k . (65)

Aby znale¹¢ wzmocnienie, musimy skorzysta¢ z zale»no±ci:

A1
k = M1

kA
0
k =⇒ An+1

k = Mn+1
k A0

k. (66)

Mn+1
k A0

k = −2iαMn
kA

0
k sin(k∆x) +Mn−1

k A0
k (67)

M2
k = −2iαMk sin(k∆x) + 1 (68)

24Zasada Maksimum za: [1, wykªad 13, str. 45]
25Analiza von Neumanna schematu leapfrog na podstawie: [1, wykªad 14, str. 33 - 34]
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Obliczamy pierwiastki równania kwadratowego:

M2
k + 2iαMk sin(k∆x)− 1 = 0 (69)

Mk1,2 = −i α sin(k∆x)±
√

1− α2 sin2(k∆x) (70)

Za kryterium CFL (tw. 2), α ≤ 1. Wobec tego, wyra»enie pod pierwiastkiem jest nieujemne,

a caªo±¢ pierwiastka - rzeczywista. Dzi¦ki temu wiemy, jak policzy¢ moduª:

|Mk1,2| =
√
α2 sin2(k∆x) + 1− α2 sin2(k∆x) =

√
1 = 1. (71)

Chcieliby±my speªni¢ warunek |Mk| ≤ 1. Jak wida¢, udaªo si¦, poniewa» Mk niezale»nie od

α jest równe 1. Nale»y jednak pami¦ta¢, »e w trakcie analizy zaªo»yli±my, »e

α ≤ 1. (72)

Jest to warunek stabilno±ci schematu leapfrog.

2.4.3 Schemat Cranka - Nicolsona

Dyskretyzacja dla (61):

ρn+1
j = ρnj −

α

4
(ρnj+1 − ρnj−1)− α

4
(ρn+1
j+1 − ρn+1

j−1 ). (73)

Korzystaj¡c z transformaty (63) 26:

An+1
k = Ank −

α

4
An+1
k

(
eik∆x − e−ik∆x

)
− α

4
Ank
(
eik∆x − e−ik∆x

)
=

= Ank −
α

4
An+1
k (cos(k∆x) + i sin(k∆x)− cos(−k∆x)− i sin(−k∆x))−

−α
4
Ank (cos(k∆x) + i sin(k∆x)− cos(−k∆x)− i sin(−k∆x)) =

= Ank −
α

4
An+1
k (cos(k∆x) + i sin(k∆x)− cos(k∆x) + i sin(k∆x))−

−α
4
Ank (cos(k∆x) + i sin(k∆x)− cos(k∆x) + i sin(k∆x)) =

= Ank − i
α

2
An+1
k sin(k∆x)− i α

2
Ank sin(k∆x). (74)

Podstawiamy wzór (66) i dokonujemy dalszych przeksztaªce«, maj¡cych na celu sprawdzenie,

dla jakich warunków schemat jest stabilny, tzn. |Mk| ≤ 1:

Mn+1
k A0

k = Mn
kA

0
k − i

α

2
Mn+1

k A0
k sin(k∆x)− i α

2
Mn

kA
0
k sin(k∆x) (75)

Mk = 1− i α
2
Mk sin(k∆x)− i α

2
sin(k∆x) (76)

Mk =
1− i α

2
sin(k∆x)

1 + i α
2

sin(k∆x)
(77)

|Mk| =

√
1 + α2

4
sin2(k∆x)√

1 + α2

4
sin2(k∆x)

= 1 (78)

26Analiza von Neumanna schematu Cranka - Nicolsona na podstawie: [1, wykªad 14, str. 48]
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Obliczony wspóªczynnik wzmocnienia, niezale»nie od warto±ci α, zawsze speªnia warunek

|Mk| ≤ 1. Wniosek: schemat Cranka - Nicolsona jest stabilny dla ka»dego kroku czasowego ∆t,

co jest jego ogromn¡ zalet¡.

3 Implementacja

Program napisano przy pomocy j¦zyka C++. Jest podzielony na 3 zasadnicze cz¦±ci, znajduj¡ce

si¦ w osobnych plikach:

• przeplyw.cpp - na podstawie warunków pocz¡tkowych oblicza warto±ci funkcji strumie-

nia i wirowo±ci ze wzorów (38), (39). Nast¦pnie, z (40), wylicza pr¦dko±¢ ~V na podstawie

znanych ju» ψ i ζ.

• adwekcja.cpp - przy znajomo±ci skªadowych ~V , rozwi¡zuje równanie adwekcji schema-

tem leapfrog (dyskretyzacja (49)) z tak dobranym krokiem czasowym dt, aby metoda na

pewno byªa stabilna. Funkcje z tego pliku mog¡ dziaªa¢ na bazie wyników uruchomio-

nych wcze±niej odpowiednich procedur z poprzedniej cz¦±ci projektu, lub po wczytaniu

warto±ci pr¦dko±ci z pliku z danymi.

• niestabilnosc.cpp - tutaj nast¦puje badanie niestabilno±ci schematu leapfrog oraz two-

rzenie hybrydy, zªo»onej z leapfrog i, stabilnego niezale»nie od dt, schematu Cranka -

Nicolsona (56).

Caªo±¢ projektu skªada si¦ z wymienionych plików, ich plików nagªówkowych i skryptów

GNUPLOTa.

Program umo»liwia zmian¦ przekazywanych do funkcji parametrów przepªywu: Q, µ, ρp, czy

rozmiarów zastawki ik, jk.

Podczas wielokrotnego uruchamiania programu na ró»nych danych, uzyskano bardzo du»o ry-

sunków. W nast¦pnym rozdziale zawarto i omówiono tylko cz¦±¢ z nich - te, które byªy najbar-

dziej wa»ne i interesuj¡ce.

Projekt zostaª podzielony na trzy cz¦±ci - wyniki b¦d¡ przedstawione analogicznie.
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4 Wyniki

4.1 Strumie«, wirowo±¢, pr¦dko±¢

Badamy przepªyw przez rur¦ (rys. 1). Aby ruch odbywaª si¦ w prawo, do równa« b¦dziemy

wstawia¢ gradient ci±nienia Q tylko o warto±ciach ujemnych. Przyjmujemy równie» µ = 1,

ρp = 1. Staª¡ g¦sto±¢ cieczy ρp celowo oznaczono indeksem p dla odró»nienia od g¦sto±ci plamy

oleju ρ(x, y, t) w rozwi¡zywanym pó¹niej równaniu adwekcji. We wszystkich równaniach caªo±ci

projektu przyj¦to dz = dx = dy = 0.01, dlatego w wi¦kszo±ci przypadków u»ywamy tylko

jednego oznaczenia dz.

4.1.1 Przepªyw Poiseuille

Post¦pujemy zgodnie z warunkami, przyj¦tymi w analizie teoretycznej - rozdziaª 2.2.4. Zakªa-

damy, »e Q = -1, a warunki pocz¡tkowe na strumie« i wirowo±¢ w ka»dym punkcie to ψi,j = 0

i ζi,j = 0.

Z przepisu releksacyjnego: równania Naviera - Stokesa rozwi¡zujemy zgodnie z równaniami

(38) oraz (39). Iterujemy tak dªugo, a» warto±ci ψ i ζ w punkcie siatki (i, j) = (50, 0) nie b¦d¡

si¦ zmienia¢ z dokªadno±ci¡ rz¦du 10−7. Zgodnie z opisem cieczy lepkiej - rozdziaª 2.1 - pr¦dko±¢

na ±ciankach rury jest zerowa, mi¦dzy nimi ro±nie, wi¦c maksimum powinna osi¡ga¢ w ±rod-

ku pomi¦dzy ±ciankami (rys. 4). Najwi¦ksza pr¦dko±¢ mogªaby powodowa¢ najwi¦ksze ró»nice

w warto±ciach mi¦dzy kolejnymi iteracjami, dlatego jako kryterium sprawdzania poprawno±ci

iteracji wybieramy punkt w ±rodku: y = 0.
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Rysunek 2: Funkcja strumienia ψ

Warto±ci funkcji strumienia s¡ minimalnie zawy»one w stosunku do analitycznego rozwi¡za-

nia (wzór (27)), natomiast wirowo±ci idealnie pokrywaj¡ si¦ z (28) - rys. 2, 3. Funkcj¦ strumienia

trudniej byªo przybli»y¢, poniewa» jest wielomianem trzeciego stopnia; funkcja liniowa, opisu-

j¡ca wirowo±¢, nie sprawia wi¦kszych trudno±ci przy obliczaniu numerycznym.
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Rysunek 3: Funkcja wirowo±ci ζ

Dla obu funkcji, rysunki (a) i (b) nie ró»ni¡ si¦ - skoro w rurze nie ma »adnej przeszkody,

to przy przyj¦tych warunkach przepªywu, pr¦dko±¢ (rys. 4) dla ka»dego przekroju x = x0 jest

staªa. Ponadto wida¢, »e w punkcie przeci¦cia styczne do funkcji s¡ do siebie prostopadªe, co

jest zgodne z omówion¡ wcze±niej teori¡.
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Rysunek 4: Pr¦dko±¢ u(y) - przekrój x = 0

4.1.2 Przepªyw z zastawk¡

Warunki brzegowe wstawiamy z rozdziaªu 2.2.5, pocz¡tkowe - z przepªywu Poiseuille (rozwi¡-

zania analityczne (27), (28)). Zastawka ma wymiary ik = 5, jk = 10.
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(a) Q = −1 (b) Q = −200

(c) Q = −400 (d) Q = −500

Rysunek 5: Linie strumienia ψ

Dzi¦ki narysowanym liniom strumienia widzimy, w jaki sposób woda opªywa zastawk¦. Wy-

niki nie s¡ zaskakuj¡ce. Warto zauwa»y¢, »e przy odpowiednio du»ym ci±nieniu, za przeszkod¡

tworzy si¦ wir. Im wi¦ksze ci±nienie, tym bardziej linie s¡ niesymetryczne wzgl¦dem osi OY .

Najwi¦ksz¡ symetri¦ wida¢ jeszcze dla Q = −1 (rys. 5(a)).

Przy analizie pr¦dko±ci (rys. 6, 7) tak»e istnieje du»y zwi¡zek pomi¦dzy warto±ciami, a ci±nie-

niem. Im wy»szy gradient ci±nienia Q, tym wi¦ksza pr¦dko±¢ w okolicy zastawki. Na rysunkach

6(a) i 7(a) widzimy, »e ró»nice pr¦dko±ci s¡ stosunkowo niewielkie (w przyj¦tej skali; w rzeczy-

wisto±ci wahania s¡ wystarczaj¡co du»e, aby na ich bazie przeprowadzi¢ pó¹niejsze rozwa»ania

nad równaniem adwekcji).

Skªadowa pozioma pr¦dko±ci (6) jest wyra¹nie wi¦ksza nad zastawk¡. Taka sama obj¦to±¢ cie-

czy musi przepªyn¡¢ przez w¦»szy obszar. Natomiast tam, gdzie pojawia si¦ wir, u zaczyna by¢

ujemne - ciecz zawraca.

Pr¦dko±¢ pionowa w w¡skim pasie nad przeszkod¡ staje si¦ bliska zeru - tam ciecz chwilowo

zachowuje si¦ podobnie, jakby pªyn¦ªa przez zwykª¡ rur¦, st¡d wydaje si¦, »e v = 0. Bezpo-

±rednio przed zastawk¡ v jest dodatnie, poniewa» ciecz, tra�aj¡c na ni¡, zaczyna pªyn¡¢ w gór¦

osi OY , natomiast za ni¡ - v ujemne (ciecz pªynie w dóª OY ). W dalszym przepªywie pionowa

pr¦dko±¢ stabilizuje si¦ ku zeru.
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(a) Q = −1 (b) Q = −200

(c) Q = −400 (d) Q = −500

Rysunek 6: Pr¦dko±¢ pozioma u

(a) Q = −1 (b) Q = −200

(c) Q = −400 (d) Q = −500

Rysunek 7: Pr¦dko±¢ pionowa v

4.2 Adwekcja

Na cieczy o polu pr¦dko±ci ~V , obliczonym tak, jak w rozdziale 4.1.1, rozlewamy plam¦ oleju

o g¦sto±ci ustalonej wzorem (50), a w drugiej chwili czasowej: (51). Wzory umiejscawiaj¡ plam¦
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po lewej stronie przeszkody.

Równanie adwekcji rozwi¡»emy schematem leapfrog : dyskretyzacja wedªug (49).

Przy analizie przepªywu wystarczyªo ustali¢ krok przestrzenny dz = dx = dy = 0.01. Teraz

b¦dziemy rozwi¡zywa¢ równanie, aby dowiedzie¢ si¦, gdzie znajduje si¦ plama oleju po pewnym

czasie, dlatego musimy ustali¢ krok czasowy:

dt =
dx

τVm
. (79)

• Vm =
√
u2 + v2 - najwi¦ksza warto±¢ pr¦dko±ci w granicach pudªa obliczeniowego. Jak

zauwa»yli±my wcze±niej (rys. 6 i 7), z pewno±ci¡ b¦dzie si¦ ona znajdowaªa w okolicach

zastawki

• τ ∈ R - parametr rachunku wskazuj¡cy czynnik, o który przyj¦ty krok czasowy jest

mniejszy od kroku krytycznego. W tym rozdziale τ = 4, inaczej b¦dzie przy badaniu

niestabilno±ci.

Plama, po przepªyni¦ciu przez caªy interesuj¡cy nas obszar, nie zniknie - pojawi si¦ z powro-

tem po lewej stronie zastawki. Jest to spowodowane wprowadzonymi, periodycznymi warunkami

brzegowymi, dlatego na osi OX po punktach siatki (i = 150, j = 100y) w pewnym sensie �znaj-

duj¡ si¦� punkty (i = −100, j = 100y). Dzi¦ki temu zobaczymy, co b¦dzie si¦ dziaªo dalej

z plam¡ - a» do T ' 100.

Dla ka»dego kroku czasowego policzymy caªk¦ z g¦sto±ci

I(t) =

∫
ρ(x, y, t)dxdy (80)

...oraz ±rodek pakietu:

〈x〉 =

∫
xρ(x, y, t)dxdy

I(t)
. (81)

4.2.1 Przepªyw Poiseuille

U»yjemy analitycznie obliczonego pola pr¦dko±ci cieczy (u ze wzoru (26), v = 0), na bazie

którego ciecz b¦dzie si¦ przemieszcza¢ wraz z plam¡ oleju (Q = −1).

Plama znieksztaªca si¦ wraz z post¦powaniem czasu. �rodkowa cz¦±¢ wyprzedza brzegi, przez

co plama przestaje by¢ owalna. Jest to spowodowane pr¦dko±ci¡ cieczy - jak dowiedzieli±my si¦

ju» w rozdziale 2.1, jest ona maksymalna po±rodku - mi¦dzy ±ciankami. Im bli»ej ±cianek, tym

bli»sza zeru. Pr¦dko±¢ ta unosi plam¦, wi¦c cz¦±¢ plamy b¦dzie pªyn¦ªa szybciej, cz¦±¢ wolniej.

�wiadczy o tym tak»e, rozpªywaj¡cy si¦ w czasie, ±rodek pakietu 〈x〉.
G¦sto±¢ plamy w poszczególnych punktach zmienia si¦, poniewa» jest unoszona przez pr¦d-

ko±¢ cieczy, jednak suma ρ powinna by¢ staªa. Dowodzi tego rysunek 8(a) - warto±ci caªki

z g¦sto±ci s¡ takie same z dokªadno±ci¡ do czwartego miejsca po przecinku. Wykres jest naryso-

wany punktami, jednak s¡ one poªo»one tak blisko siebie, »e sprawiaj¡ wra»enie dwóch prostych

- w rzeczywisto±ci caªka z g¦sto±ci przy ka»dym kroku zmienia si¦ minimalnie.
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Rysunek 8: Caªki, przepªyw Poiseuille

(a) T1 = 100dt = 3.15625 (b) T2 = 400dt = 12.5312

(c) T3 = 700dt = 21.9062 (d) T4 = 1000dt = 31.2812

Rysunek 9: G¦sto±¢ plamy ρ w odpowiednich chwilach czasowych, przepªyw Poiseuille

4.2.2 Przepªyw z zastawk¡

Do rury wstawiamy zastawk¦ o wymiarach ik = 5, jk = −20.

�rodek pakietu (rys. 10(b)) rozpªywa si¦ prawie identycznie, jak bez zastawki (rys. 8(b)) -

w badanym czasie T = 100, plama zd¡»y trzykrotnie wróci¢ z lewej strony po przepªyni¦ciu
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caªego pudªa. Caªka z g¦sto±ci (rys. 10(a)) zmienia si¦ tylko nieznacznie - teraz ró»nica jest

wprawdzie wci¡» maªa, ale o rz¡d wielko±ci wi¦ksza, ni» dla przepªywu Poiseuille.

Pr¦dko±¢ maksymalna Vmax ma wy»sz¡ warto±¢, ni» w przepªywie bez zastawki. Krok cza-

sowy dt jest do niej odwrotnie proporcjonalny.
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Rysunek 10: Caªki, przepªyw z zastawk¡

(a) T1 = 100dt = 2.4041 (b) T2 = 400dt = 9.54498

(c) T3 = 700dt = 16.6859 (d) T4 = 1000dt = 23.8267

Rysunek 11: G¦sto±¢ plamy ρ w odpowiednich chwilach czasowych, przepªyw z zastawk¡
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4.3 Analiza niestabilno±ci schematów

4.3.1 Przypadek I: jk = −20

Zastosowany przed chwil¡ schemat leapfrog dziaªaª stabilnie dlatego, »e u»yto kroku czasowego,

speªniaj¡cego warunek jego stabilno±ci (72):

V∆t

∆x
≤ 1,

poniewa» dla wykorzystanego kroku: dt = dz
τVmax

= dz
4Vmax

< dz
Vmax

. Przepªyw plamy dla takich

warunków obserwowali±my na rysunkach 11. τ = 4 zostaªo wprowadzone dla bezpiecze«stwa -

zale»aªo nam na tym, »eby schemat na pewno byª stabilny. Co prawda, z warunku (72) wyni-

kaªoby, »e gwarancj¡ stabilno±ci jest ju» τ = 1, ale nale»y pami¦ta¢, »e analiz¦ von Neumanna

przeprowadzili±my dla jednowymiarowego przepªywu o staªej pr¦dko±ci unoszenia. Nie mo»emy

by¢ pewni, »e to ograniczenie kroku czasowego jest wystarczaj¡ce równie» dla dwóch wymiarów

i zmiennego pola pr¦dko±ci ~V (x, y). Poza tym, musimy wzi¡¢ pod uwag¦ te» to, »e obliczenia

numeryczne nie s¡ dokªadne. Nawet najlepsze typy liczbowe w j¦zykach programowania maj¡

ograniczenia i w efekcie uªamki s¡ zaokr¡glane.

Spróbujmy teraz zmniejszy¢ τ do tego stopnia, by móc zaobserwowa¢ niestabilno±¢. Ob-

szary niestabilno±ci mo»emy zobaczy¢ ju» od τ = 1.01. By¢ mo»e jest to mo»liwe przy jeszcze

wi¦kszych warto±ciach τ , ale niestabilno±¢ mogªaby pojawia¢ si¦ na tyle pó¹no, »e trzeba by

przeprowadzi¢ obliczenia i tworzy¢ rysunki a» do bardzo odlegªego czasu T . Trwaªoby to z pew-

no±ci¡ bardzo dªugo, wi¦c dalsze obliczenia b¦dziemy zawsze ogranicza¢ do maksymalnego czasu

T = 50 (do osi¡gni¦cia tego czasu prowadzone s¡ rachunki i zapisywane s¡ do plików warto±ci

caªek I(t), 〈x〉; same rysunki g¦sto±ci niekoniecznie musz¡ by¢ tworzone a» do czasu T , po-

niewa» program generuje ich konkretnie 10 w jednakowych dla danego przypadku odst¦pach

czasu, niezale»nie od czasu T - np. w rozdziale 4.2.2 pierwszym rysunkiem byª 11(a), dziesi¡tym

11(d), a sze±¢ ±rodkowych zostaªo pomini¦tych).

Wyniki operacji widzimy na rys. 12. Prawie czterokrotnie wi¦kszy krok czasowy istotnie

przyspieszyª uzyskanie rozwi¡zania, jednak wyniki s¡ nie do przyj¦cia. Dla czasu 50dt - rys.

12(a) - schemat jeszcze dziaªa dobrze, jednak ju» na nast¦pnej ilustracji widzimy powstaj¡ce

niestabilno±ci, rozszerzaj¡ce si¦ wraz z czasem. Rozprzestrzeniaj¡ si¦ od miejsc nad zastawk¡ -

tam pr¦dko±¢ cieczy jest najwi¦ksza, a wªa±nie Vmax stawia ograniczenia na dt.

Z analizy von Neumanna (rozdziaª 2.4.3) wiemy, »e schemat Cranka - Nicolsona powinien

sobie poradzi¢ z obliczeniem wyników dla u»ytego dt = dx
1.01Vmax

. Jest to przepis iteracyjny, dla-

tego nietrudno zgadn¡¢, »e zaoszcz¦dzon¡ ilo±¢ oblicze« przez zwi¦kszenie kroku dt stracimy na

wielokrotne iteracje. Spróbujmy wi¦c poª¡czy¢ obie metody w jeden, zoptymalizowany schemat

- CN z caª¡ pewno±ci¡ trzeba u»y¢ na obszarze nad zastawk¡, jednak w pozostaªych miejscach

metoda leapfrog powinna wystarczy¢.

Dla tego celu stworzono w programie dodatkow¡ funkcjonalno±¢, która pozwala na u»ycie
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(a) T1 = 50dt = 4.80772 (b) T2 = 200dt = 18.9481

(c) T3 = 350dt = 33.0884 (d) T4 = 500dt = 47.2288

Rysunek 12: G¦sto±¢ plamy ρ, leapfrog z dt = dx
1.01Vmax

. Pojawiaj¡ce si¦ niestabilno±ci ujawniaj¡

si¦ przez ogromne - dla programu niesko«czone - warto±ci. Ograniczenie skali mapy g¦sto±ci

do [−0.2, 1] powoduje wyra¹ne wyrysowanie niestabilno±ci w postaci czarno - »óªtych plam

(warto±ci s¡ niesko«czone na przemian dodatnio i ujemnie).

schematu Cranka - Nicolsona w tych puntach, gdzie

βdt ≥ dx

Vi,j
, Vi,j =

√
u2
i,j + v2

i,j. (82)

β ∈ R jest staª¡, dobieran¡ na podstawie bada« tak, by CN zastosowano na obszarze o optymal-

nej wielko±ci - na tyle du»ym, »eby obejmowaª wszystkie punkty, wprowadzaj¡ce niestabilno±¢,

ale i jak najmniejszym, by nie trzeba byªo niepotrzebnie oblicza¢ iteracyjnie warto±ci tam, gdzie

wystarczyªby jawny schemat.

(a) T1 = 50dt = 4.80772 (b) T2 = 200dt = 18.9481
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(c) T3 = 350dt = 33.0884 (d) T4 = 500dt = 47.2288

Rysunek 13: G¦sto±¢ plamy ρ, leapfrog z dt = dx
1.01Vmax

, zaznaczone na czerwono na tle nie-

stabilno±ci obszary to punkty, zakwali�kowane przez program do schematu CN na podstawie

kryterium (82): 1.1dt ≥ dx
Vi,j

.

Staª¡ β wprowadzamy dla pewno±ci stabilno±ci oblicze« - tak, jak poprzednio, nie mo»emy

do ko«ca ufa¢ warunkowi (72) - wynika on z analizy stabilno±ci du»o prostszego przypadku, ni»

badany. Po uruchomieniu programu dla ró»nych warto±ci β okazuje si¦, »e najmniejsz¡ mo»liw¡

liczb¡, przy rozwa»anych warunkach, jest β = 1.1. Najpierw liczymy sam schemat leapfrog

z dt = dx
1.01Vmax

i zaznaczamy te punkty, które program zakwali�kowaª do schematu Cranka -

Nicolsona (13). Kolejne rysunki (14) przedstawiaj¡ ju» wyniki hybrydy obu schematów.

(a) T1 = 50dt = 4.80772 (b) T2 = 200dt = 18.9481

(c) T3 = 350dt = 33.0884 (d) T4 = 500dt = 47.2288

Rysunek 14: G¦sto±¢ plamy ρ, hybryda leapfrog i Cranka - Nicolsona z dt = dx
1.01Vmax

Hybryda zadziaªaªa prawidªowo. Na rys. 13 wida¢, »e wystarczyªo zastosowa¢ schemat Cran-

ka - Nicolsona na niewielkim obszarze (program wypisaª, »e wynik poprawiono w 413 punktach).
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Oprócz warto±ci τ i β, nale»aªo tak»e ustali¢ warunek zako«czenia iteracji schematu CN.

Sprawdzono wyniki dla ró»nych ilo±ci iteracji - staraj¡c si¦ wybra¢ jak najmniejsz¡ z mo»liwych,

by nie obci¡»a¢ rachunku wieloma iteracjami. Okazuje si¦, »e przy zwi¦kszaniu liczby iteracji od

4, wykresy g¦sto±ci sprawiaj¡ wra»enie takich samych. Dla porównania pokazano zdj¦cia dla 80

i 4 iteracji (rys. 15). Przy trzech iteracjach wida¢ byªo ju» niewielkie ró»nice w poªo»eniu plamy,

a przy jednej - pojawiaªa si¦ niestabilno±¢. Kªopot sprawiaª jeszcze ±rodek pakietu, który przy

ka»dej nast¦pnej iteracji przedstawiaª si¦ zupeªnie inaczej - z ka»d¡ iteracj¡ podnosiª si¦ coraz

wy»ej. Ostatecznie wybrano 8 iteracji - dla tej ilo±ci 〈x〉 (rys. 16(b)) jest najbli»szy wykresowi

dla leapfrog przy dt, gwarantuj¡cym stabilno±¢ (rys. 10(b)). Dlatego, dla pewno±ci poprawno±ci

wyników, tak wcze±niejsze, jak i pó¹niejsze obliczenia przy pomocy CN b¦d¡ prowadzone dla

o±miu iteracji. Wedªug rys. 10(a), I(t) tak, jak oczekujemy, zmienia si¦ nieznacznie.

(a) 80 iteracji (b) 4 iteracje

Rysunek 15: G¦sto±¢ plamy ρ, hybryda z dt = dx
1.01Vmax

dla ró»nej ilo±ci iteracji. Oba zdj¦cia

zrobiono w chwili 500dt = 47.2288.
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Rysunek 16: Hybryda z dt = dx
1.01Vmax

dla 8 iteracji.

Podsumowuj¡c - skoro w hybrydzie mogli±my u»y¢ niemal»e czterokrotnie wi¦kszego kroku

czasowego, wyniki otrzymali±my po proporcjonalnie mniejszej ilo±ci iteracji czasowych. Dla
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Tabela 1: Porównanie schematów dla jk = −20

dt Ilo±¢ iteracji Ilo±¢ operacji

Stabilny leapfrog 0.0238029 2100 41178900

Crank - Nicolson 0.0942691 530 83142160

Hybryda leapfrog + CN 0.0942691 530 12143890

ka»dej z nich na cz¦±ci punktów siatki zastosowali±my iteracyjny schemat Cranka - Nicolsona,

jednak»e ostatecznie ilo±¢ operacji z tabeli 1 dowodzi, »e hybryda zaoszcz¦dziªa ponad 70%

oblicze« w stosunku do leapfrog i a» 85% do samego CN (podliczano ka»dorazowo operacj¦

obliczania g¦sto±ci dla danego punktu; tam, gdzie zastosowano CN - operacja taka zachodziªa

o±miokrotnie, a ka»da z tych o±miu iteracji jest wliczona do ostatecznej sumy operacji).

4.3.2 Przypadek II: jk = 0

Podobne badania, jak w rozdziale 4.3.1, przeprowadzimy dla zastawki: jk = 0. Taka sama obj¦-

to±¢ cieczy musi przepªyn¡¢ przez jeszcze w¦»szy obszar, dlatego nad przeszkod¡ wytworzy si¦

wi¦ksza pr¦dko±¢. Zmie«my warto±¢ τ na 0.01 (dla takiej liczby odpowiednio szybko obserwu-

jemy du»y wybuch niestabilno±ci, ponadto jeszcze bardziej ograniczymy ilo±¢ oblicze« - krok

czasowy b¦dzie du»o wi¦kszy, ni» dla stabilnego schematu leapfrog, gdzie τ = 4).

Na pocz¡tek zobaczmy, jak wygl¡da przepªyw przy tak wysokiej zastawce - stabilny leapfrog :

(a) T1 = 10000dt = 1.76794 (b) T2 = 40000dt = 7.07124

(c) T3 = 70000dt = 12.3745 (d) T4 = 100000dt = 17.6778

Rysunek 17: G¦sto±¢ plamy ρ - leapfrog, dt = dx
4Vmax

, jk = 0
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Z powodu du»ej warto±ci pr¦dko±ci maksymalnej Vmax, krok czasowy jest bardzo maªy, wi¦c

obliczenia byªy dªugotrwaªe.
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Rysunek 18: Leapfrog, dt = dx
4Vmax

, jk = 0

Na rys. 18(a) widzimy, »e I(t) nie zmienia si¦ znacz¡co - wyniki s¡ poprawne. �rodek pakietu

(18(b)) wygl¡da ju» mniej pªynnie, ni» dla ni»szej przeszkody (gªównie w okolicach t = 8 - gdy

plama przepªywa nad przeszkod¡).

(a) T1 = 20dt = 1.48492 (b) T2 = 80dt = 5.72756

(c) T3 = 140dt = 9.97021 (d) T4 = 200dt = 14.2128

Rysunek 19: G¦sto±¢ plamy ρ, leapfrog z dt = dx
0.01Vmax

Rysunek 19 obrazuje niestabilno±ci dla 400 razy wi¦kszego dt. Po wielu uruchomieniach dla

ró»nych warto±ci β ustalono, »e najlepsze wyniki otrzymuje si¦ dla β = 1.25. Na podstawie

zale»no±ci (82), powoduje to zaznaczenie 999 punktów:
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(a) T1 = 20dt = 1.48492 (b) T2 = 80dt = 5.72756

(c) T3 = 140dt = 9.97021 (d) T4 = 200dt = 14.2128

Rysunek 20: G¦sto±¢ plamy ρ, leapfrog z dt = dx
0.01Vmax

, zaznaczone ¹ródªo niestabilno±ci

Poprawa oblicze« leapfrog schematem Cranka - Nicolsona daje ±wietne efekty, poniewa» dla

stosunkowo du»ego kroku czasowego dt otrzymujemy satysfakcjonuj¡ce wyniki:

(a) Caªka z g¦sto±ci I(t) (b) �rodek pakietu 〈x〉

Rysunek 21: Hybryda z dt = dx
0.01Vmax

.

Caªki z rys. 21 wygl¡daj¡ bardzo podobnie do tych, które obliczono na podstawie stabilnego

schematu leapfrog (rys. 18). Plama oleju (rys. 22) przemieszcza si¦ zgodnie z przewidywaniami,

pªynnie, bez »adnych oznak niestabilno±ci.

Zestawienie z tabeli 2 jeszcze raz udowadnia wy»szo±¢ przygotowanej, hybrydowej metody.

Zwi¦kszyli±my krok czasowy 400-krotnie (w stosunku do oblicze« ze stabilnego leapfrog) i za-

oszcz¦dzilimy a» 98.37% oblicze« (które byªyby wykonane przy metodzie leapfrog), poniewa»
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(a) T1 = 20dt = 1.48492 (b) T2 = 80dt = 5.72756

(c) T3 = 140dt = 9.97021 (d) T4 = 200dt = 14.2128

Rysunek 22: G¦sto±¢ plamy ρ, hybryda leapfrog i Cranka - Nicolsona z dt = dx
0.01Vmax

Tabela 2: Porównanie schematów dla jk = 0

dt Ilo±¢ iteracji Ilo±¢ operacji

Stabilny leapfrog 0.000176777 282842 1189056242

Crank - Nicolson 0.0707107 707 109664184

Hybryda leapfrog + CN 0.0707107 707 19358367

ilo±¢ operacji jest mniejsza a» o 2 rz¦dy wielko±ci. W tym przypadku schemat leapfrog okazaª

si¦ na tyle niepraktyczny, »e nawet sam niejawny schemat Cranka - Nicolsona wymaga ponad

dziesi¦ciokrotnie mniejszej ilo±ci operacji.

5 Podsumowanie

Celem pracy byªo badanie niestabilno±ci schematów ró»nicowych, a przede wszystkim stworzenie

nowego schematu, ª¡cz¡cego w sobie prostot¦ oblicze« leapfrog oraz stabilno±¢ metody Cranka

- Nicolsona. Udaªo si¦ to zrealizowa¢ - co wi¦cej, uzyskano bardzo ciekawe wyniki.

Leapfrog posiada ograniczenie na krok czasowy, uniemo»liwiaj¡ce zwi¦kszenie dt. Mo»naby

to zrobi¢ jedynie, zmniejszaj¡c równocze±nie krok przestrzenny, ale byªoby to równie nieprak-

tyczne.

Z kolei czysty schemat Cranka - Nicolsona mogliby±my uzna¢ za najlepszy, poniewa» nie ma
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takiego ograniczenia. Minusem jest jednak fakt, i» mamy do czynienia z metod¡ iteracyjn¡, a to

zawsze spowalnia uzyskiwanie rozwi¡zania i cz¦sto robi ogromn¡ ró»nic¦ w szybko±ci dziaªania.

Szczególnie w naszym przypadku, gdzie obliczenia prowadzimy w dwóch wymiarach na do±¢

du»ej siatce. Dla zastawki jk = −20 wymagaª a» dwukrotnie wi¦cej operacji, ni» krytykowany

leapfrog (tab. 1).

Optymalne poª¡czenie tych dwóch schematów okazaªo si¦ by¢ idealne - wyniki mówi¡ same

za siebie, wystarczy spojrze¢ na zestawienie w tabelach 1 i 2, gªównie na ilo±¢ dokonanych

operacji. W obu przypadkach, liczby przemawiaj¡ na korzy±¢ hybrydy. Warto zwróci¢ uwag¦,

»e im wi¦ksza pr¦dko±¢ maksymalna Vmax cieczy, tym hybryda odnosi wi¦kszy sukces. Jest to

spowodowane wªa±nie ograniczeniem kroku czasowego w schemacie leapfrog - dt jest odwrotnie

proporcjonalne do Vmax, natomiast nie przeszkadza to schematowi Cranka - Nicolsona, u»ytemu

w hybrydzie dla odpowiedniego obszaru. Wówczas nawet sam niejawny CN, zastosowany dla

caªej siatki oblicze«, okazuje si¦ by¢ du»o lepszy, ni» leapfrog. Oczywi±cie, o czym równie jasno

±wiadcz¡ wspomniane tabele, jawno - niejawny schemat hybrydowy, zaproponowany i przete-

stowany w tej pracy in»ynierskiej, okazaª si¦ bardziej wydajny numerycznie, ni» obie jego cz¦±ci

skªadowe - CN oraz leapfrog.
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