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Wprowadzenie
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Rozdzial 1

Cechy charakterystyczne uktadu

makroskopowego

Rozpocznijmy od zdefiniowania najwazniejszych pojec.

1.1 Ukltad makroskopowy

uklad makroskopowy - uklad skladajacy sie z rzedu 1 mola, czyli liczby Avogadro (N4 =

6 - 102 w przyblizeniu 10?*, bo z tego tatwiej obliczy¢ pierwiastek).

Nawet gdyby$my zaltozyli, Zze znamy zachowanie kazdego z tych atoméw, to jako zbiorowosci
nie jesteSmy ich w stanie opisa¢, bo ilo$¢ parametrow stuzaca do opisu takiego uktadu jest zbyt

duza. Poza tym
1. nie potrafimy tego zrobi¢

2. nie bylo by to dla nas czytelne (wyobrazmy sobie, ze mamy poltozenia wszystkich ato-
méw zdefiniowane i obliczone. Dostaniemy tyle informacji, ze niewiele nam to da. Nawet
po wpakowaniu tych danych do wszystkich dostepnych pamieci komputerowych.) Jeszcze

musielibysmy uwzgledni¢ zasade nieoznaczonosci - z tej strony sprawa jest przegrana. Na

1
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razie nie ma sie co za to zabiera¢ w ten sposéb. Moze kiedys...

W tej chwili interesuje nas inne podejsécie. Sprobujmy dla takiego uktadu makroskopowego
znalez¢ kilka istotnych parametréw i za ich pomoca probowaé opisaé uktad. Sposréd wszyst-
kich parametrow dotyczacych wszystkich czasteczek wybieramy tylko istotne dla catego uktadu
i tylko te bedziemy §ledzi¢. Najprostszym modelowym uktadem jest gaz doskonaty.

1.2 Gaz doskonaly

gaz doskonaty - uktad punktow materialnych, ktére oddziatuja tylko poprzez zderzenia, in-

nymi stowy nie maja energii potencjalnej. Tylko zderzenia determinujg ich zachowanie.

Przyblizenie gazu doskonatego mozemy stosowaé, gdy $rednie odlegtosci miedzy czasteczkami
sg znacznie wieksze niz $rednie dtugosci fali de Broglie’a. Wtedy mozemy efekty interferencyjne
fal materii zaniedba¢. Ten model jest ograniczony, bo wraz z temperaturg rosng pedy. Mimo iz
z punktu widzenia matematyki mozemy zejs$¢ z gestoscig do nieskonczonodci, to jednak musimy
uwzglednia¢ interferencje fal materii. Zatem, jesli ma by¢ bez oddziatywania to te efekty inter-

ferencyjne pomijamy.

Wyobrazmy sobie zbiornik gazu doskonatego z 1 molem czasteczek. Parametry ktore stuzg
nam do opisu tego gazu: E.., P, T, V (objetosé). Mozna wyliczy¢ je na palcach jednej reki.
No, chyba ze kto§ wezmie pod uwage jeszcze momenty magnetyczne. W kazdym badz razie tych
parametrow jest tylko kilka. Naszym zadaniem jest préba opisu uktadu - nie poszczegdlnych
jego czedci - tylko jako catosci, poprzez podanie tych kilku parametréw. Problem jest powazny,
bo musimy dokona¢ istotnej redukcji tych wszystkich zmiennych. Bez podejécia statystycznego-
probabilistycznego si¢ nie obejdzie. Bedziemy musieli zastosowa¢ rachunek prawdopodobienstwa.
To mamy juz gteboko zakorzenione bo mechanika kwantowa tez w duzej mierze jest oparta na

prawdopodobienstwie. Wida¢, ze te dwa podejscia, mechanika kwantowi i fizyka statystyczna,
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maja jakie$ wspolne zroédlo oparte na rachunku prawdopodobienstwa.
Wazng dla nas bedzie warto$¢ srednia, tym sie bedziemy gtéwnie zajmowaé. Nie mozemy jed-
nak zaniedbaé fluktuacji. Naszym zadaniem bedzie stwierdzenie, czy my mozemy zaniedbaé te

fluktuacje, czy tez beda one na tyle istotne, ze nie bedzie mozna tego zrobié.

Podczas obserwacji ruchow Browna zaobserwowaliSmy, ze czasteczki bedace w kontakcie ter-
micznym sa w nieustannym ruchu. Czyli wszystko jest w nieustannym ruchu. Mamy, powiedzmy,
N czasteczek bedacych w nieustannym ruchu. Zal6ézmy, ze interesuje nas naczynie o objetosci
V. Gdy jest ono podzielona na dwie czesci, to w kazdej z tych czedcei jest odpowiednio n i n’

czasteczek (n+n' = N).

Rysunek 1.1: Liczby czasteczek w pudle po lewej i prawej strone sa w przyblizeniu réwne (n &

n').

Spodziewamy sie, ze jesli mamy odpowiednio duzg liczbe czasteczek, to po usunieciu prze-
grody liczba czasteczek w kazdej czesci tej komory bedzie taka sama. Czy ma to jakie$ uzasadnie-
nie? Zeby ten problem rozwiazaé musimy sprecyzowaé konfiguracje. Zrébmy to na konkretnym

przyktadzie.

1.2.1 Przyklad, N=1
Wezmy N = 1:
Mamy dwie mozliwosci (konfiguracje). W zadnym z tych przypadkéw nie jest tak, ze liczba

czasteczek po jednej i drugiej stronie jest taka sama. Dla matej liczby czasteczek powiedze-

nie, ze polowa czgsteczek jest po jednej, a reszta po drugiej stronie nie ma sensu.
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Rysunek 1.2: Dla jednej czagsteczki mamy dwie konfiguracje.

To jest nieprawda. Bierzemy makroskopowe naczynie, czasteczka jest mikroskopowa wiec zasada

nieoznaczonos$cl nie ma znaczenia.

1.2.2 Przyklad, N=2

WeZzmy N = 2:

°®
O ®

O

Rysunek 1.3: Dla dwoch czasteczek mamy juz cztery konfiguracje.

W tym wypadku mamy nastepujace konfiguracje (jest ich 4):
1. dwie czasteczki w lewej czesci

2. dwie czasteczki w prawej czesci

3. pierwsza w lewej, a druga w prawej

4. druga w lewej, a pierwsza w prawej

Konfiguracja 1 ma prawdopodobienstwo i, 2 ma prawdopodobienstwo i natomiast konfigu-

1

racje 3 i 4 (w kazdej czesci jest po jednej czasteczce) maja w sumie prawdopodobiefistwo 3.
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Widaé, ze tak niewielki wzrost liczby czasteczek spowodowal przewage konfiguracji

po polowie.

1.2.3 Przyklad, N=4

Wezmy N=4:
s @ & @ e @
L L L ]
. ® ® ® * g
& L L
L L e @ L &
* - ®
L ] L | -
* » » &

Rysunek 1.4: Dla czterech czgsteczek mamy juz szesnascie konfiguracji .

Mamy nastepujace konfiguracje:

1. wszystkie cztery w lewej czesci
2. wszystkie cztery w prawej czesci
3. pierwsza z prawej, reszta z lewej

4. druga z prawej, reszta z lewej
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5. trzecia z prawej, reszta z lewej

6. czwarta z prawej, reszta z lewej

7. pierwsza z lewej, reszta z prawej

8. druga z lewej, reszta z prawej

9. trzecia z lewej, reszta z prawej
10. czwarta z lewej, reszta z prawej
11. pierwsza i druga z prawej, reszta z lewej
12. pierwsza i trzecia z prawej, reszta z lewej
13. pierwsza i czwarta z prawej, reszta z lewej
14. druga i trzecia z prawej, reszta z lewej
15. druga i czwarta z prawej, reszta z lewej
16. trzecia i czwarta z prawej, reszta z lewej

Mamy tych konfiguracji w sumie 16. Prawdopodobienstwo konfiguracji 1 bedzie -, 2 L

16> < 16
1 3
3-10 - ;,a11-16 - .
Dla 4 czasteczek wyraznie widzimy wzrost prawdopodobienstwa po potowie. Co-
raz bardziej odbiegamy od konfiguracji, ktore sa daleko od przewidywanego przez nas stanu

rownowagi.

Prawdopodobienstwo, ze wszystkie czasteczki znajduja sie w jednej potdowce naczynia jest

rowne .

PN:—:PO (11)
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i jest rowne prawdopodobienstwu ze w drugiej nie ma ani jednej. Jesli jest to liczba rzedu jed-
nosci czy dziesigtek, to potrafimy jeszcze to prawdopodobienstwo policzy¢. Ale jesli N = Ny to
prawdopodobienstwo jest niewielkie. Nie jest ono zerowe, zatem jest mozliwe, aby kiedys wszyst-
kie czqstki byly po jednej stronie naczynia. W tym przypadku mowimy, ze ta fluktuacja jest

bardzo mato prawdopodobna.

Dla gazu doskonalego i wszystkich rozrzedzonych gazéw (np. powietrze w sali dobrze spelnia
prawa gazu doskonatego, czyli jezeli nie mamy zbyt duzego cisnienia to mozemy potraktowac go
jako gaz doskonaly) takie prawdopodobienstwo jednak istnieje. Majac butle z gazem doskona-
tym i czekajac az jedna jej cze$¢ bedzie pusta, raczej sie nie doczekamy. To nie jest niemozliwe.
Prawdopodobienstwo jest jednak tak malte, ze moze si¢ to nigdy nie zdarzy¢. Wiek wszechswiata
tez moze by¢ za krotki: 10 sekundy. A tu mamy liczbe 102 w WYKELADNIKU. Moze zabrak-

ng¢ wieku wszechswiata aby w ogoéle mysle¢, by cos takiego w ogdle moglo sie zdarzyé! Nie

zabraniamy istnienia takiemu stanowi, wszystkie stany traktujemy tak samo, ale okazuje sie, ze

te stany sa niestychanie malo prawdopodobne.

Naszym zadaniem jest opis stanu sredniego, czyli jezeli bedziemy mieli duzg liczbe czasteczek,
powiedzmy 1000000, to powiemy ze % miliona jest po jednej stronie zbiornika, a % miliona jest po
drugiej. Bedziemy sie myli¢ najwyzej co do fluktuacji (po obu stronach po % miliona, ale po jednej
stronie np. 500598, a po drugiej 499402. 598 w stosunku do % miliona bedzie matg fluktuacja. Im
wiecej czasteczek bedziemy mieli, tym wigcksza bedzie ta fluktuacja. Ona rosnie, ale w stosunku
do liczby czasteczek maleje.). Pokazemy, ze fluktuacja roénie jak pierwiastek z liczby
czasteczek, a wartos¢ $rednia rosnie proporcjonalnie do liczby czasteczek. Zatemi,
jezeli liczba czasteczek jest rzedu 104, to fluktuacja bedzie pierwiastkiem z tego, czyli 10*2. Jest
to olbrzymia liczba. Ale w stosunku do biliona bilionéw jest to prawie 0. Widac¢, ze fluktuacje

rosng, ale sg one zaniedbywalnie mate.

Zawsze bedziemy moéwi¢ o wartodci $redniej, ale o fluktuacjach nie mozemy tez zapominac.
Jezeli uktad jest maty, to fluktuacje moga by¢ decydujace, tzn. fluktuacje moga by¢ wieksze od

wartosci $redniej.
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Dla N = 1 warto$¢ érednia wynosi 1/2, a fluktuacje sa rzedu jednosci. Nie ma zatem sensu
moéwié, ze cod jest réwne 1 z doktadnoéeig 1. Natomiast jesli mamy 1024 czasteczek, a fluktuacije
sa rzedu 10'% to w praktyce Zaden eksperyment nie wykaze fluktuacji (bo musiatby to by¢ wynik
z doktadnoscia do 12 cyfr znaczacych). Mozemy zrobié taki eksperyment i moze sie okazaé, ze
jedna cze$¢ zbiornika bedzie pusta. Mato prawdopodobne, ale jednak. Nawet gdybysmy to za-
obserwowali, to nikt nam nie uwierzy, mimo ze moze si¢ to zdarzy¢. To nie jest zabronione.
Ciggle mowimy o $rednich konfiguracjach. Kazdej przypisujemy takie samo prawdopodo-

bienstwo, tylko ze pewne konfiguracje wystepujg, a inne nie.

Naszym zadaniem bedzie z tego wszystkiego obliczy¢ wartosé srednia, jej niepewnosé czy tez

wariancje lub odchylenie standardowe i powiedzie¢, ze TAK sie bedzie uktad zachowywatl.

Podczas eksperymentu, nawet jesli robilibysmy zdjecia migawkowe, mozemy nie dostrzec
zmian konfiguracji. Powodem jest krotkotrwalosé tych konfiguracji. Trzeba by wymysli¢ jakis
,super eksperyment” by uchwyci¢ konfiguracje. Trzeba znalezé¢ rozktad predkosci i obliczy¢ pra-
wdopodobienstwo otrzymania takiej konfiguracji i wtedy dopiero wymysli¢ do tego eksperyment.
Oczywiscie mozemy spreparowaé taki uktad, czyli wzia¢ zbiornik, umiesci¢ gaz w jednej potowie
za przegroda, a potem usunaé¢ przegrode. Mierzac stezenie czgsteczek w drugiej czedci dostajemy
szybko$¢ zaniku fluktuacji (stan, w ktorym wszystkie czastki sa np. z jednej strony nazywamy

fluktuacja). Tak fluktuacja szybko zanika.

W statystyce pojawia sie¢ bardzo ciekawe zjawisko:

1.3 Nieodwracalnosé

Jezeli bedziemy mieli sytuacje j.w., to po jakim$ czasie fluktuacja zaniknie. Trzeba zauwazy¢, ze
wszystkie rownania ruchu czgsteczek sq odwracalne w czasie. Jednak okazuje sie, ze caty uktad
zachowuje sie w sposob nieodwracalny. Mimo, ze moze si¢ zdarzy¢ ze wszystkie czasteczki beda

po jednej stronie zbiornika po usunieciu przegrody, jest to jednak malo prawdopodobne, by
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znéw wrocily do takiego potozenia (na jedna strone zbiornika).

Fizyka statystyczna wprowadza strzatke czasu = nieodwracalnosé. Czas

ma swoj kierunek! Zjawiska sqg nieodwracalne!

Np. nagrywamy zderzenie kul bilardowych. Jak puscimy film od konca, to zjawisko zachodzi
w sposob fizycznie poprawny, proces taki moze zaistniec.

Podobnie jakby 1000 czasteczek z 1 mola gazu $wiecilo i nagralibySmy, co sie dzieje po usu-
nieciu przegrody. Nie bylibySmy w stanie powiedzie¢, czy film biegnie do przodu, czy tez do
tytlu. Ale wiedzgc, jak malto prawdopodobna jest taka konfiguracja, mogliby$my cos podejrze-
wac. Z punktu widzenia statystyki jest to dozwolone, a z punktu widzenia doswiadczenia - mato
prawdopodobne.

Gdy czasteczki sa w jednej czesci, to mamy rozmieszczenie nieprzypadkowe, a gdy po poto-
wie to rozmieszczenie jest przypadkowe. Rozmieszczenie przypadkowe jest bardziej praw-
dopodobne niz nieprzypadkowe (np. w totolotku nieprzypadkowe=wygrana lub gtéwna wy-

grana, przypadkowe=brak wygranej).

1.4 Stan réwnowagi

W stanie rownowagi liczba czasteczek po jednej i po drugiej stronie jest taka sama z doktadno-

Scia do fluktuacji. (Wyniki kolejnych pomiaréw sq sobie réwne z dokladnos$cig do fluktuacyi).

stan rownowagi - mamy rozktad staly w czasie z doktadnosciag do fluktuacji

czas relaksacji - czas dojécia uktadu do stanu réwnowagi, jesli zostal on z tego stanu wy-
tracony. Zalezy od ukladu. Dla jednych - utamki sekund (1078, 107?), kilka sekund, kilka
godzin (przy procesach chemicznych np. rozpuszczanie, rownowaga promieniotwércza, wy-

réwnywanie temperatur).
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Jezeli mamy uktad gazowy, to czasteczki majg duze predkosci i szybko relaksujg. Jesli mamy
uktad w stanie rownowagi to pomiaru musimy dokonaé¢ po czasie duzo wiekszym, niz czas

relaksacji (znajdujemy stan réwnowagi poprzez maksymalizacje prawdopodobienstwa).

1.4.1 Wlasciwosci ukladow w stanie ré6wnowagi

1. niezalezny od czasu, z dokladnoscia do fluktuacji (jezeli nam jakas wtasnos¢ z czasem sie

zmienia, to nie jest to stan réwnowagi)

2. najbardziej przypadkowy przy danych warunkach poczatkowych=wiezach (stan réwnowagi
jest okreslony jednoznacznie, nie moze zaleze¢ od warunkéw poczatkowych: dla uktadu
czasteczek z przegroda % i i, oraz 111

5 1 5, stan réwnowagi jest taki sam.) Po odpowiednio

dlugim czasie (w stosunku do czasu relaksacji) mamy stan réwnowagi.

Stan réwnowagi mozna opisaé przez stosunkowo nieduzg liczbe parametréw. Bedziemy szukaé
tych parametréw i réwnan stanu (np. Clapeyrona dla gazu doskonatego, Stefana-Boltzmana dla

gazu fotonowego)

1.4.2 Eksperyment

Pudto podzielone na 60 kratek. W kazdej jest dwukolorowy krazek, czerwony z jednej i biaty z
drugiej strony. Na poczatku wszystkie krazki s ustawione biatg strong do géry. Po potrzasnieciu
wida¢ i bialy, i czerwony kolor. Im wiecej trzesiemy, tym blizszy jest stan rownowagi. Fluktuacje
sa /60, czyli ok. 8, tzn. 20 — 40 krazkéw w stanie rownowagi bedzie jednego koloru (bedziemy

mieli takie rozktady). Srednio mamy mniej wiecej po potowie z doktadnoscia do fluktuacii.

1.5 Cieplo i temperatura

1.5.1 Cieplo

Co to jest cieplo?
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Jezeli wezmiemy cala energie uktadu czasteczek gazu doskonatego i policzymy energie na
jedng czasteczke, to mamy srednig energie na czasteczke. To nie musi by¢ energia jednej, kon-
kretnej czasteczki.

Ly = (1.2)

s

Zawsze moéwimy o wartosci sredniej, a nie o energii konkretnej czastki.

Mamy zbiornik podzielony bariera adiabatyczna. W dwéch komorach mamy gazy. Kiedy
beda one w stanie réwnowagi po usunieciu bariery? Wtedy, gdy $rednie energie na czgsteczke

beda takie same. Czyli poré6wnujemy Srednie energie na czasteczke!

A A

Rysunek 1.5: A* = A+ A’. Mamy stan réwnowagi, gdy € = €

Srednia energia na czgsteczke to tylko jeden parametr. Miarg $redniej energii jest tem-

peratura.

€=¢; T =T <« To jest stan réwnowagi, uktad jest w réwnowadze.

1.5.2 Ciepto a praca

Cieplo - Energia przekazywana w sposoéb mikroskopowy. Parametry zewnetrzne takie same.
Czastki zmieniaja swoje poziomy energetyczne-przeskakuja na inne miejsca (obsadzaja

poziomy energetyczne w inny sposéb).
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+ Q =

Rysunek 1.6: Ciepto - zmiana obsadzen pozioméw energetycznych.

Praca - Energia przekazywana przy makroskopowej zmianie parametréw, np. V' (objetosé),
tzn. ,ruszamy poziomami energetycznymi” (przesuwamy cate poziomy), a ich obsadzenie

jest takie samo.

W =

Rysunek 1.7: Praca - zmiana polozenia poziomoéw energetycznych.

Studnia potencjatu z poziomami energetycznymi, wielokrotnie zdegenerowanymsi, czyli mozna

tu wpakowac wiele czqsteczek



Rozdziatl 2

Podstawowe pojecia z rachunku

prawdopodobienstwa

zesp6l statystyczny - zbiér N ukladéw do siebie podobnych (zakladamy, ze N — 00)

2.1 Prawdopodobienstwo

Nalezy zrobi¢ N uktadow, np. badajac gaz doskonaty potrzebujemy fabryke produkujacg iden-
tyczne stoiki z gazem (zamkniete). Podstawowa rzecza jest przygotowanie zespotu statystycznego
uktadéw (na tym zespole prowadzimy eksperyment). Jezeli jakas wtasno$é powtarza sie N, razy

na N uktadéw (np. N, = 50, N = 100000) to piszemy, ze prawdopodobienstwo:

P =— N — oo (2.1)

P, - prawdopodobienstwo wystapienia wyniku N,
W takim ujeciu stan rownowagi mamy wtedy, gdy nasz zespot statystyczny jest niezalezny

od czasu (poszczegdlne stoiki moga sie zmieniaé, ale caly zesp6tl nie).

2.1.1 Wiasnosci prawdopodobienstwa

1. suma prawdopodobienstw:

13
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Y P =1 (2.2)

2. prawdopodobienstwo zdarzen niezaleznych - nieskorelowanych':

P, = P.Ps (23)
3. wartos¢ srednia:
N
u=<u>=)» P -u (2.4)
r=1
4. wariancja (Srednia kwadratowa):
N
o? = (Au)* =" P - (u, — 1) (2.5)

5. odchylenie standardowe

Au=Vo? = \/(Au)? (2.6)

Najczesciej spotykany w zjawiskach rozktad to rozklad Gaussa . Dla rozktadu Gaussa

podajemy warto$é¢ srednig i wartosé odchylenia standardowego
(I—E)Q)

202

~ exp(—

Lprawdopodobienstwo wystapienia zdarzenia pierwszego nie wplywa na prawdopodobienstwo wystapienia

zdarzenia drugiego



2.2. ROZKLADY STATYSTYCZNE

Rysunek 2.1: Rozktad Gaussa

2.2 Rozklady statystyczne

2.2.1 Rozklad Bernoulli’ego (dwumianowy)

Zmienne losowe X; sa wzajemnie niezalezne i kazda z
nich moze przyjmowaé jedna z dwoch wartosci. Wartosé
,17 nazywamy sukcesem z prawdopodobienstwem

p oraz wartos¢ .07 nazywamy porazka z prawdopo-

dobienstwem g.

sukces A

porazka A

Zmienna losowa X = >""" ; X; bedzie podlega¢ rozkladowi dwumianowemu.

Prawdopodobienstwo uzyskania k sukceséw przy n probach:

n

Pist) = () - o

Dla kazdej ze zmiennych losowych X; zachodzi:

E(X;))=1-p+0-q=p o*(X;)=E(Xi—p)®) =pq

Stad dla zmiennej X:

15



16 ROZDZIAEL 2. POJECIA Z RACHUNKU PRAWDOPODOBIENSTWA

(X) = azé X)) = éa%xz-) b o) = g

ow.

el. kow. = elementy kowariantne= 0, bo X; sa niezalezne

Czyli ostatecznie mamy:
E(X)=np
o*(X) = npq
Rozwazmy przyktad:

N = 17, sukcesem jest posiadanie siostry, zatem pytamy, jakie jest prawdopodobienstwo posia-

dania n siéstr, np. n =12, p = %

1 /1
(

17

2.2.2 Rozklad Gaussa (normalny)

Zmienna losowa X podlega rozktadowi Gaussa jesli jej gestos¢ prawdopodobienstwa wyraza sie

Wzoreml:

f(@) = ———eap( -

(x — E(X))z)
V270?(X)

e (2.8)

Dla rozktadu Gaussa mamy:

Q

P(IX — E(X)| < o)
68.2%
P(IX - E(X)| < 20)
95.4%
P(IX — E(X)| < 30)
99.8%

Q

Q
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Moéwimy, ze rozklad zmiennej losowej X jest znormalizowany, jezeli

oraz

—_
»

O(z) = e 2" (2.9)

2.2.3 Rozklad Poissona

Jezeli w do$wiadczeniu Bernouliego liczba prob bedzie bardzo duza, a prawdopodobienstwo p

bardzo mate tak, ze spelnione bedzie:
n — oo, p— 0, np =\ = const.

to wowczas liczba sukceséw k bedzie podlega¢ rozktadowi Poissona, a prawdopodobienstwo

uzyskania k sukceséw mozna policzy¢ jako:

k
P, = lim P(Sk) _ X

lim P(S )= re (2.10)

W praktyce z dobrym przyblizeniem wystarcza n rzedu kilkudziesieciu.

Dla rozktadu Piossona mamy:

oraz
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f(x)

02+

0.157

0.1 +

0.05

o s 10 15 20 25 30 X

Rysunek 2.2: Rozktad Poissona dla A = 3.

£(x)

0.2+

0.15T

0.1 +

0.05+

0 5 10 15 20 25 30 X

Rysunek 2.3: Rozktad Poissona dla A = 5 jest bardziej ,sptaszczony” niz dla A = 3.
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f(x)

02—+
0.15T

/N
// \
0.1 4 /
0.05+
0 5 10 15 20 25 30 S

Rysunek 2.4: Dla A = 15 wykres przypomina ksztattem rozktad Gaussa (wzér 2.8, str. 16)

2.3 Przydatne wlasnosci

2.3.1 Prawo wielkich liczb

Czesto$¢ wystapienia zdarzenia A w n doswiadczeniach: h = % T X

B = (13- X) = 13 E(X) =
2 2l ¢ I o ¢ L/~ o 1
o‘(h) =0 (EEXZ):EU (Z:XZ) :ﬁ(z:a (Xz)) =—p(1—p)

n— oo, E(h) —p,o0—0

dla skoniczonych n: o o< 1//n

Stowem im wiecej elementéw tym mniejszy biad.

2.3.2 Twierdzenie Moivre’a -Laplace’a

Jezeli 0 < p<1todlaa< j:



20 ROZDZIAEL 2. POJECIA Z RACHUNKU PRAWDOPODOBIENSTWA

k— 5
P e 3 dy (2.11)

1
np(l —p) <7) _ﬁ/a

Co oznacza, ze dla duzych wartosci n prawdopodobienstwo, ze liczba sukcesow k bedzie w

lim P(a <

n—oo

przedziale np + a/npq, np + B/npq mozna policzy¢ z rozktadu Gaussa.

2.3.3 Twierdzenie Lindberga-Levy’ego (Centralne twierdzenie gra-

niczne)

Jezeli X; sg niezaleznymi zmiennymi podlegajacymi rozktadowi o wartosci sredniej a i wariancji
o2, wowczas w granicy n — oo ich suma Y. ; X; podlega rozktadowi normalnemu z wartoscia
, . . . . 0.2
srednig a i wariancjg -

Tak wiec dla dowolnych o < 3:

Y1 X —na 1 /ﬁ 12
U\ P s 2.12
U\/ﬁ ﬁ) V21 Ja ¢ dr ( )

Czyli Poisson przechodzi w Gaussa przy duzej liczbie prob.

Jim Pla <

2.4 Przydatne ’przejscia’

Czasami sie przydaja nastepujace przejscia pomiedzy réznymi rozktadami statystycznymi:

2.4.1 Bernoullie — Poisson

n.(+ln), oznaczamy przez (1)

(1 — p)N=" oznaczamy przez (2)

zaktadamy, ze p < 1, n <K N

Jezeli prawdopodobienstwo jest mate, to liczba sukceséw tez jest mata. Skoro tak, to:
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o = N(N=1)(N=2)(N=3)...(N=n+1)~ N",bo (N-1~ N, N-2~ N, N-3~ N,

bo zaltozylismy n < N) Skrécilidmy licznik z mianownikiem. Wynik wstawiamy za (1) (str. 20)
Y=(01-p¥ " InY=(N-n)ln(l—p), N—n~N

In(1 — p) & —p, poniewaz p byto mate mogliémy rozwinaé¢ logarytm w szereg Taylora.
=e

Y = e V7 &« wstawiamy za (2) (str. 20)
P(n) = %pne_Np, Np = A, stad otrzymujemy (n = k):
DL
Pk = He

czyli rozktad Poissona (wzoér 2.10, str. 17)
2.4.2 Bernoullie — Gauss

P(n) = N‘!Wﬂ—pww,p#Q p#1, n#0, n#N

n!(N - n)

N-duze, zatem n tez duze. Jedli n jest duze, P(n) zmienia sie stosunkowo mato, gdy n zmienia

sie o jednostke:
|P(n+1) — P(n)| < P(n)

Czyli P(n) jest wolno zmieniajaca sie funkcja n. Jesli funkcja zmienia sie wolno w stosunku

do n, zatem jej logarytm bedzie si¢ zmieniat jeszcze wolniej:
ImP=InN'—Inn!—In(N —n)! +nlnp+ (N —n)lng (2.13)

Szukamy maksimum tej funkcji:

aP_, dmP _1dP_
dn dn ~ Pdn
d(Inm!

ogo6lnie dla m > 1: W) =Inm
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dln P N —
1 :—lnn—l—ln(N—n)—l—lnP—lnq:ln( ng)
dn n q

Przyréwnujemy do zera: In (N_”Q) =0= ¥"n2 ¢4 daje nam:
n q n q

(N—n)p=ng lub Np=n(p+q)
Poniewaz p + q¢ = 1, wiec wartos¢ n = n, przy ktorej P ma maksimum, jest woéwczas dana

wyrazeniem:

n=Np <« w tych okolicach mamy maksimum

Badamy zachowanie si¢ In P w sasiedztwie jego maksimum rozwijajac In P wokét wartosci n

w szereg Taylora:

o dlnp l&lnp 5, 1dlnp ,
In P(n) =In P(n) + an "ﬁy+§ dn2 7Y T3 s

gdziey=n—n

4ihp — 0, bo tu liczylismy ekstremum

1 N 1

d21np’ 1
dn> n n N-n  n(N-n) Npq

bo:n=NpiN—-n=N(1-p) = Ng

In P(n) =InP(n) — 2}\/;(] + ... <« wyrazy wyzszych rzedéw sg do pominiecia.

P(n) = P(it)e” (2.14)

Jedli Jy| > (N pq)l/ ? to P(n) — 0, poniewaz wykladnik potegowy jest znacznie mniejszy od
jednosci.

Jedli [y| < (Npg)'/*:
P(n) wyznaczamy z warunku normalizacji:
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20, P(n)dn = 1, skad otrzymujemy: P(n) = 1/v/27Npq.

Po podstawieniu wszystkiego w réwnaniu 2.14 (str. 22) otrzymujemy:

1 (n—m)?
P(n) = ———=—¢" 2Npa

czyli rozklad Gaussa®

2.5 Przyklad

2.5.1 Rozwazania teoretyczne

Jesli mamy M = N7, oy = vV No, pokazaé, jak sie zachowuje o, M i ich stosunek w zaleznosci
1 o

od ilosci spinéw. (G = \/_NTH)

Rozwazmy uktad spinéw w polu magnetycznym, ktére wyrdznia kierunek ,do géry” z praw-
dopodobienstwem p = 0.51, wiec ¢ = 0.49. Oznaczamy momenty ustawione ,w gore” u; = Ly,
a iy = —po ,w dot” . Zatem $redni moment magnetyczny wzgledem kierunku do géry wynosié¢
bedzie 0 = ppio + q(—p0) = (p — Q)0 = (2p — 1)po.

Wariancja momentu magnetycznego czastki wynosi (Au)?2 = u— 112 = p(po — 1) + q(—po — 7).
Jednak pig — 70 = p1o — (2p — D)o = 2410(1 — p) = 2104, a takze po +7 = po + (2p — 1) po = 2puop.

A zatem otrzymamy

(Ap)? = p(210q)* + q(2p0p)* = 4ugpa(q + p)

Ze wzgledu na to, ze p + q = 1, otrzymujemy (Au)? = 4p2pq.
Ostatecznie

M = Npi = N(p—q)uo

oraz

(AM)? = 4Npqug

2réwnanie: 2.8, str. 16
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PM)

< |

20

Rysunek 2.5: Wartosé srednia i rozrzut mozliwych wartosci M dla matej ilosci spinow

Natomiast odchylenie standardowe wielkosci M wynosi:
AM = 2,/Npqpqg

Pole magnetyczne, w ktérym znajduje sie uklad, jest stabe (np. pole ziemskie), odpowiada-
jace wartosciom prawdopodobienstw p = 0.51 1 ¢ = 0.49. Podstawiajac wartosci p i ¢ otrzymamy

éredni catkowity moment magnetyczny uktadu N czasteczek M = 0.02N g, a odchylenie stan-
dardowe AM = 2/Npquo =~ V' N .

A zatem

AM _ VN o _ 50 (2.15)
M 0.02Nu, /N '

2.5.2 Troche cyferek

Rozwazmy najpierw przypadek, w ktorym catkowita liczba czasteczek jest stosunkowo niewielka,
np. N = 100, co daje
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PM)

Rysunek 2.6: Wartos¢ srednia i rozrzut mozliwych wartosci M dla duzej ilosci spinéw

>

oM _ .
M_

czyli AM > M. Rozrzut mozliwych wartodci M jest w takim przypadku bardzo duzy (rys. 2.5).
Jezeli natomiast rozwazymy uktad o rozmiarach makroskopowych, w ktorym liczba czastek jest

rzedu liczby Avogadro N = 10%, to

>

M

=— =5-10""
M

czyli AM < M.

Rozrzut mozliwych wartosci M jest woéwczas bardzo maty w stosunku do wielkosci $redniego
catkowitego momentu magnetycznego uktadu M (rys. 2.6). Gdyby$my zrobili pomiary wielkosci
M, to otrzymaliby$my niemal zawsze wartosci bardzo bliskie M. Dopdki stosowana przez nas
metoda pomiaru nie bytaby wystarczajaco doktadna, aby wykry¢ réznice momentu magnetycz-
nego mniejsze niz 1078%, otrzymywalibyémy wlasciwie zawsze wartoéé réwng M, nie zdajac

sobie sprawy z istnienia fluktuacji wokét tej wartosci.
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Rozdziat 3
Rownanie stanu gazu

Zajmiemy sie dowolnym gazem doskonatym. Moze by¢ to zaréwno gaz czasteczek materialnych

jak i znany z mechaniki kwantowej gaz fotonowy.

3.1 Ogoblne ré6wnanie stanu gazu doskonalego

Zagadnienie omowimy korzystajac z 2 przyktadow.

3.1.1 Przykltad 1. Gaz czasteczek materialnych

Zeby nie komplikowaé, zajmiemy sie na razie gazem czasteczek materialnych. Aby sie zabraé
za to na powaznie nalezy nasza czasteczke wsadzi¢ w pudlo, rozwigzaé¢ réwnanie Schroedingera,
znalez¢ poziomy energetyczne. Majgc rownanie dotyczace jednej czasteczki mozemy nastepnie
wysredniowaé po rozktadzie statystycznym.
Dla gazu doskonatego czasteczek materialnych (nierelatywistycznych):

p* _ (hk)?

E:—:
2m 2m

Z rownania Schroedingera dla czasteczki w pudle:
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B2/ nemy 2 Ty T\ 2 LT 2
B= s () + (2 + ()
Liczymy site wywierana na Scianki zewnetrzne naszego ”pudta”:

_OF
oL,

F, =

i tak dalej dla poszczegdlnych wspotrzednych. Sa to sity chwilowe przy danej konfiguracji skwan-
towanego wektora falowego k.
h? n2r2 B k2
sy a5

analogicznie dla pozostatych dwoch kierunkow.

Ci$nienie wywierane na zadana Scianke:

2
x Yy z

e :—:—2— , = T = — 4/
v BT, v T LLn, T am v

F, Rk FE, Wk F Wk
- L,L, 2m

Pz

I tak sumujac cisnienia:

2h? 2F
» , = ]{?2 k2 ]{32 —
Pe by P QmV(L—i_ y_,+ 2) Vv
k2

Mamy takze zaleznosc:

W tym miejscu wykorzystujemy Prawo Pascala (p; = p, = D, = D).
Ostateczne réwnanie: o
2K
3V
Liczbe 2 w liczniku bierze sie z wyktadnika zwiazku dyspersyjnego, natomiast 3 to liczba stopni

p= (3.1)

swobody (wymiar przestrzeni). Otrzymalismy réwnanie stanu dla gazéw doskonatych opisywa-
nych kwadratowym zwiazkiem dyspersyjnym w 3D.

Z zasady ekwipartycji energii, mamy:

- %NkT
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Podstawmy do goérnego réwnania:

32 NET

PEa3 v

pV = NEKT = nRT (3.2)

Dostaliémy rownanie stanu gazu doskonatego, zwane réwnaniem Clapeyrona.

3.1.2 Przyklad 2. Gaz fotonowy
Dla gazu fotonowego (czasteczek bezmasowych) piszemy niezmiennik relatywistyczny:
E*=p’?+mic = FE=pc p=hk

Zatem:
E=hck, k=" f,="2"  k =

£=tey(E0) 4 () + ()

Analogicznie jak poprzednio :

or 1 NN M
F,=— F,=—-h a z
oL, N, I2
he o 1
Fy=—kl—
k *L,
he 5 1
F,= —k—
v kkyLy
he 51
F,=—k—
k *L,
he k2 c1 hek E
m___w' e z—__k2 k2 kz = < — 15
1E
I 3.3
P=3vy (3.3)

Jest to rownanie stanu dla gazu fotonowego.
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3.1.3 Podsumowanie przyktadéw

Na podstawie tych przyktadéw przekonujemy sie, ze do statystycznego opisu uktadu potrzebu-

jemy odpowiedzi na dwa podstawowe pytania:
1. jaki jest wykltadnik zwigzku dyspersyjnego?
2. jaki jest wymiar przestrzeni?

Wazne: Nie wolno sredniowa¢ podczas gdy wystepuja zwiazki nieliniowe pomiedzy np. cisnie-

niem a energia!

3.2 Statystyczny opis uktadu czgsteczek

Opis ten polega na dokonaniu specyfikacji stanu uktadu. Jezeli jest to uktad kwantowy trzeba
znalez¢ wszystkie mozliwe poziomy energetyczne. Niestety, poziomy te moga by¢ zdegenerowane.
Nalezy wiec takze podaé stopien degeneracji. Wezmy czasteczke o spinie 1/2. Spinowy moment
magnetyczny czasteczki to pg

Energia: ' = —p - B

Rysunek 3.1: Rozwazany uktad spinowy.

Uktad spinowy — istnieja dwa stany kwantowe. Dla czasteczki materialnej w pudle o wymia-

rach L,, L,, L, funkcja falowa ma postac:
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¢ = Asin(k,x) sin(k,y) sin(k,2)

Pudto zaczyna sie w $rodku uktadu wspotrzednych

_ NgT _ nym, _ n,mT
kx - Lx ) ky - Ly ) kz LZ
h? )
_ 2 2
E= 2m(k:x+k:y +k?)

Mamy wyspecyfikowane stany uktadu. Bedziemy musieli zrobi¢ to dla kazdego uktadu.

3.2.1 Postulaty statystyczne

Postulaty statystyczne:

1. Jezeli uktad izolowany znajduje si¢ w stanie réwnowagi, to kazdy z jego stanéw dozwolo-

nych jest jednakowo prawdopodobny (postulat réwnych prawdopodobieristw a’priori).

2. Jezeli prawdopodobienstwo znalezienia sie uktadu w takich samych stanach sg rowne to

uktad jest w stanie rownowagi.

Uwaga: Na naszym wyktadzie nie bedziemy sie zajmowaé¢ termodynamika nieréwnowa-

gOWa.
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Rozdzial 4
Statystyczny opis ukladéw czgsteczek

Procesy quasistatyczne opisuje termodynamika réwnowagowa.
Proces quasistatyczny to taki, dla ktérego szybkosé zachodzacych zmian jest

duzo mniejsza niz szybkoéci dojécia ukladu do stanu réwnowagi'.

4.1 Obliczanie prawdopodobienstw

Q(F) — liczba wszystkich dozwolonych stanéw, dla ktorych energia znajduje sie w przedziale
pomiedzy E i E + 6E®). §E — przedzial energii maty w skali makroskopowej (0F < E), ale
duzy w skali mikroskopowej. Mozna tak zrobi¢, bo miedzy skata makro i mikro sg az 24 rzedy

wielko$ci.
®(FE) — catkowita liczba stanéw, ktérych energie sa mniejsze niz E.
Q); — liczba stanéw sprzyjajacych, dla ktorych parametr y; przyjmuje wartosé y.

&
Q

Di

Wartosé srednia:

Lopisywana czasem relaksacji
2dla uktadéw makroskopowych niestychanie duza liczba

33
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_ n 1 n
Tr = Zyipi = 5292%
i=1 i=1
Przykltad: Wezmy cztery spiny o catkowitej energii réwnej —2u, B
i=1
Spiny moga przyjmowac rézne konfiguracje np.:

bt b et

P, =3/4, P_=1/4
Sredni moment magnetyczny:

p=Pipy+P_p_

Widag, ze éredni moment magnetyczny wynosi &>

4.2 Liczba stanéw dozwolonych dla ukladu mikroskopo-
wego

E — energia catkowita uktadu, 6 F — przedzial energii taki, ze 6E < E®).

QE) = ®(E + 0E) — &(E) = %w

3dostatecznie maly w skali makro a duzy w skali makroskopowej



4.2. LICZBA STANOW DOZWOLONYCH U.M. 35

~— JE

Q(E)

Rysunek 4.1: Rozwazany uktad z zaznaczonymi odpowiednimi przedziatami.

Wynika to z rozwiniecia funkcji & w szereg Taylora.

Rozwazmy przykltad: czastka gazu doskonatego zamknieta w jednowymiarowym ’pudle’

h? o ma2
E=onlz)"
obliczmy stad n:

n = %\/QmE = O(F)
m

dd L [m
UE) = ®(E +0E) — ®(E) = —0E = —| == 0F
(B) = (B +0E) - ®(E) = o=0E = —/550

Q(E) = E~1/2
Przyktad trojwymiarowy:

h? w2
= o ()
N—_— —
R2



36 ROZDZIAE 4. STATYSTYCZNY OPIS UKEADOW CZASTECZEK

L

k==

2mE

Liczba stanéw bedzie réwna 1/8 objetosci kuli o promieniu R. ..

O(E) =

L
-

=) emE)""?
s

Po obliczeniu pochodnej d®/dE widzimy, ze

Q(E) = EYV? (4.1)
Rozwazaliémy czastke w pudle i dostaliémy odpowiednie wzory*:

e dla pojedynczej czasteczki o energii e:
d(e) ~ 2

e dla catego uktadu o f stopniach swobody i energii F:

E ~ fe
!
(E) = (o)
d® dy d®
QE) = ——0E ~ fo!'-L0E = o/ ' —6F
E)=gg' b~ le gt =9 g
de  1dyp . : ,
dE T de gdzie [ jest rzdu liczby Avogadro

Liczba stanéw dozwolonych Q(FE) dla kazdego zwyczajnego uktadu makroskopowego jest

niezwykle szybko rosngca funkcja jego energii £ (Q(E) ~ (E — Ey)/)

mQE)=(f—1)lnp+In (Cfl—chE)

Jezeli tylko E # Ey to In(p) # 0. Zatem pierwszy skladnik powyzszej sumy jest rzedu
liczby Avogadro. Z kolei drugi sktadnik jest zaniedbywalnie maty, tj. < f.

4w 3D; energia oznacza nadwyzke energii ponad stan podstawowy
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Ostatecznie:

jezeli E' # Ej to In[Q(E)] nie zalezy od
OF oraz In[Q(E)] ~ f

4.3 Przyktad

Rozwazmy pudlo z gazem:

\Z

Rysunek 4.2: Rozwazane pudto z czastkami.

QE) =V
Qf B ViNT ViV
o - (3) e
Di in% 0

Dowiedlismy, ze gdy czasteczek w pudle jest okoto mola to wtedy prawdopodobienstwo, ze

wroca one do potozenia pierwotnego jest bliskie zeru.
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Rozdzial 5
Oddziatywanie ukladéw

Zalézmy, ze mamy dwa uktady: A1 A, ktore tworzag uklad izolowany A*

AE+AE' =AE*=0

Jakie sa mozliwe sposoby oddziatywania?

5.1 Oddzialywanie termiczne (wprowadzenie)

Oddziatlywanie termiczne:

e wszystkie parametry zewnetrzne mamy ustalone; przede wszystkim objetos¢ jest stala,

e mozna zmieniaé¢ energie poprzez obsadzenie pozioméw'.

AE=Q AF=(

Q=-q

Tak to wyglada z punktu widzenia mikroskopowego.

Ipolozenia samych pozioméw energetycznych nie wolno zmieniaé

39
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Rysunek 5.1: Zmiana obsadzen pozioméw w oddziatywaniu termicznym.

5.2 Oddziatywanie adiabatyczne
Oddziatywanie adiabatyczne(bez wymiany ciepta):

Q=0

Rysunek 5.2: Zmiana poziomow energetycznych w oddziatywaniu adiabatycznym.

Zmieniajg sie parametry zewnetrzne, ulegaja zmianie poziomy energetyczne, natomiast

obsadzenie pozioméw pozostaje bez zmiany.
5.3 Praca a cieplo (2)

W+W =0
Oddziatywanie ogélne (laczace obydwa oddzialywania przez nas poznane)?

dE = dW + 4Q (5.1)

2Uwaga! W niniejszych notatkach zamiast d kreélonego, podobnego do / piszemy €.
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Jest to treé¢ pierwszej zasady termodynamiki.
dE- rézniczka zupetna.

dW , d() — formy rézniczkowe, rozniczki niezupetne.

5.4 Przypomnienie z matematyki

_of of
df = Gydu+ 5 dy
df = Adx + Bdy

Podstawowy warunek by df byto rézniczka zupelna:

0A 0B
oy  Ox
A wynika to z twierdzenia Schwartza dla rézniczek wyzszych rzedow.

o*f  O*f
0xdy  Oyox

Jezeli f jest rézniczka zupelng to catka po drodze zamknigtej z tej rozniczki réwna jest 0.

E= ZErpr

dE =" (pdE, + dp.E,) = Y p,dB, + Y Epdp, = dW + dQ

Energia wewnetrzna nie zalezy od drogi catkowania. Bedzie zalezata tylko od parametréow (p,
VvV, T).
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5.5 Oddzialywanie termiczne (wyprowadzenie)

Zalézmy, ze mamy dane dwa uktady A i A’ takie jak poprzednio. Q* = Q(F) x V' (E’)
Szukamy p(F) — prawdopodobienistwa, ze uktad A ma energie z przedziatu energii (E, E + dFE).

o) = corpy

gdzie C jest stala normalizujaca.
p(E) = Q(E)Y(E')

p(E) = UE)Y(E" - E)

Q(E) jest silnie rosnaca funkcja energii (w wyktadniku liczba Avogadro). Podobnie Q'(E").
Natomiast (' (E* — E) jest funkcja silnie malejaca.

p(E)

|

E E

ST

Rysunek 5.3: Ztozenie funkcji jest prawie deltg Diraca.

Stan réwnowagi bedzie mial miejsce dla maksimum tego rozkladu. Dla tatwosci obliczen

przyjmiemy skale logarytmiczna (nie zmieni to nam lokalizacji maksimum).

Inp(E)=InC+InQ(E)+InQ(E")
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p(E) /F\

E

Rysunek 5.4: Wykres czerwony przedstawia zaleznos¢ catkowita a pozostate odpowiednio Q'(E)

i Q' (E* — F) w skali logarytmicznej.

Ol P(E) 10P
) POE
Wykres czerwony przedstawia zaleznosé catkowita, pozostate odpowiednio Q' (E) i Q' (E*—E)
w skali logarytmicznej. Widaé, ze
OlmQE O0lmQE

0
OF OF’
—_———  ——
B B’

B(E) = B'(E") (5.2)
Uktady sa w stanie réwnowagi wtedy, gdy maja identyczne temperatury! Wystarczy zdefiniowac:

1
—=kT 5.3
3 (5.3)

gdzie k jest stata Boltzmanna.

5.6 Entropia

Definicja entropii:
S=klnQ (5.4)
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Entropia jest miarg logarytmu liczby stanéw dozwolonych przy danej energii.

1_0s
T OF
L_@an
kT OF

Odwrotno$¢ temperatury zalezy jest proporcjonalna do pochodnej entropii po energii.
Jezeli T' = T’ prawdopodobienstwo jest maksymalne. Takze entropia wtedy jest maksymalna.
Stwierdzenie: Entropia uktadu izolowanego w stanie réwnowagi jest maksymalna.
Entropia w kazdym stanie nieréwnowagi rosnie (uktad dazy do réwnowagi cieplnej).
S(Eroc) + 5" (Eoe) = S(Epocz) + 5" (Epoe:)

AS+AS' >0 (5.5)

Jest to tresciq drugiej zasady termodynamiki (jedno z wielu sformutowan).



Rozdzial 6

Zasady termodynamiki, temperatura i

cieplo

6.1 Zasady termodynamiki

6.1.1 ’0’ zasada termodynamiki

Jezeli dwa uklady znajduja sie w réwnowadze termicznej z trzecim ukladem to
muszg znajdowacé sie w rOwnowadze termicznej ze soba.
Dzigki tej zasadzie mozna wprowadzi¢ pojecie termometru.

Termometr to maly uklad mogacy oddziatywaé¢ z uktadem, ktérego temperatura jest mie-
rzona. Termometr nie zachwieje stanu rownowagi. Termometr ma zazwyczaj jeden parametr
termometryczny — czyli jeden parametr, ktory si¢ zmienia z temperatura. Przyktadem moze by¢
termometr gazowy. W warunkach normalnych powietrze mozna przyblizy¢ rownaniem Clapey-
rona — stanu gazu doskonalego. Innym przyktadem termometréw sa na przyktad termometry
dylatacyjne, bimetale czyli dwie warstwy metalu ktére majg rézne wspotezynniki rozszerzalnosci
cieplnej. Doskonalym przyktadem, ze rozszerzalno$é¢ temperaturowa odgrywa znaczaca role w
naszym zyciu sa: szyny kolejowe, ktore musza mie¢ odstepy, co okoto 40 metrow oraz sieé¢ trak-
cyjna, do naciggania ktorej wykorzystuje sie zeliwne ciezarki popularnie zwane przez kolejarzy

dropsami. Dobrymi termometrami sg termopary, termometry oporowe i péiprzewodnikowe.

45
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Rozwazmy przykltad: jak zmierzy¢ temperature rzedu temperatury ciekltego helu?

Ani termopara nie zadziala odpowiednio ani zastosowanie termometru oporowego nie przyniesie
zamierzonych skutkow. Okazuje sig¢, ze dobrym przyrzadem pomiarowym jest termometr pot-
przewodnikowy.

A badajac takie temperatury mozemy réwniez postuzy¢ sie efektem Zeemana. Natezenie li-
nii zalezy od obsadzenia i posrednio od temperatury. Metoda mierzenia temperatury efektem
Zeemana ma rowniez jeszcze jeden walor — jest bezkontaktowa. Wysytamy po prostu fale elek-
tromagnetyczne. Pomiary niskich temperatur nie sg ogélnie tatwe. Dla wysokich temperatur

doskonatymi przyrzadami stuzacymi do ich mierzenia sa pirometry.

6.1.2 ’I’ zasada termodynamiki

dU = dQ + dW (6.1)

Zmiana energii wewnetrznej w ukatdzie moze by¢ tylko spowodowana praca wykonana przez/nad

ukladem lub cieptem pobranym/oddanym.

6.1.3 ’II’ zasada termodynamiki

W uktadzie izolowanym entropia rosnie.

AS >0 (6.2)

6.1.4 ’IID’ zasada termodynamiki

Gdy temperatura zmierza do zera bezwzglednego, to dla faz czystych i uporzadkowanych po-

jemnos¢ cieplna (rowniez ciepto wtasciwe) takze zdaza do zera.
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6.2 Wlasnosci temperatur bezwzglednych

Temperatura wyraza sie wzorem:
1

" k8

0lnQ
6=
oF
Zauwazmy, ze gdy €2 jest rosngcg funkcja E to wtedy [ jest wieksze od zera i, co za tym idzie,

T

gdzie k to stala Boltzmanna.

(6.3)

T rowniez jest wiegksze od zera.
Q(E) jest proporcjonalne do (E — Ey)’ oraz In Q(E) fIn(E — Ep)

~ 0lnQ f

A4
p ) E - E, (6:4)
Wazna jest zaleznosc:
9% <0 (6.5)
) '

Druga pochodna jest mniejsza od zera, wynika to z maksimum prawdopodobienstwa.
or o ( 1 ) 1o
OEOE\kB’/  kBOFE

Temperatura ro$nie z energia. Wtasnosé ta jest do$¢ naturalna.

Uktad o wyzszej temperaturze oddaje a o nizszej pobiera ciepto.

6.3 Male przekazy ciepla

Wyobrazmy sobie, ze mamy uktad A, ktéry pobiera ciepto Q.

QI < (E - Ep)
Pytanie: Jak sie zmieni entropia?
op S
dB = 220~ —
=309 " F-5 <71
f ar _ dp

12

o

E—E,’ T 3
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|0T| < T
— — 0lnQ 19°InQ
mhQE+Q)—InQE) = 5B Q+§ 95? Q"+

Wynika to z rozwinigcia wzoru w szereg Taylora w punkcie F, wyrazy powyzej drugiej potegi

sg malo istotne.

B 106 ,
dan—ﬁQ+2aEq
0lnQ
dlnQ = 55 Q= 6Q

Pomnoézmy obie strony przez stata Boltzmanna:
1 1
kE-dinQ=Fk - —Q ==
! YT T

Dostalismy zaleznos¢:
_be
T

oznaczenie D oznacza mala zmiane podobnie jak .

ds (6.6)

Mozemy teraz 'zapomnie¢’ o mikroskopowej definicji entropii. Entropie zmieniamy zasadni-

czo przez ciepto. Pomiarami entropii zajmuje si¢ kalorymetria.

6.4 Uklad w kontakcie termicznym z ukladem ciepta

Zalézmy, ze mamy dwa uklady: A1 A’ . Calo$é jest ukladem izolowanym.
pr — prawdopodobienstwo, ze uktad znajdzie si¢ w stanie energetycznym FE,
A4+ A = A*
E+ E' = E* = const.
Entropia catosci ma osiggna¢ maksimum.

pr = QE,) Y(E" - E,)

—_———
Q(E")
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Zatozmy, ze Q(E,) =1

Stany zatem sg niezdegenerowane.
pr 2 Q(FE* - E,)

E. < E*
/
mQY(E*—E,) = (E") - %LE?ET +...=InQ(F*) - BE, + ...
——
B'Er
Kolejne wyrazy sg jednak zaniedbywalnie mate.
Q(E*— E,) =Y (E*) e PPr = CePPr

——
C

pr = Ce PEr (6.7)
e PFr — czynnik Boltzmanna.

Dostalismy rozktad (zespél) kanoniczny. Znajomosé funkcji C' pozwala na zbadanie calej

niemal termodynamiki.

Zprzl

C Z e PEr =1
1
O - Z e_ﬁEr
e_IBEr
P (6.8)

Warto$é srednia:

_ > yre PP
y= Zpryr = S e BB

Interesuje nas jeszcze to, ze stany moga by¢ zdegenerowane, Czyli:
O(E,) #1

Rozwazmy przedzial energii (F, E + dFE). Chcemy obliczy¢ prawdopodobiefistwo, ze energia

znajduje si¢ wtasnie w tym przedziale.

p(E) = CQE)e™PE (6.9)



50 ROZDZIAL 6. ZASADY TERMODYNAMIKI

p(E)

_

E

E

ST

Rysunek 6.1: Wykres Q(E)exp(—(FE)

Jak wida¢ fluktuacje od Sredniej wartosci sa bardzo mate, wykres jest niemal delta Diraca.

6.5 Funkcja rozdziatu

Funkcja rozdzialtu — suma stanéw statystycznych.

Zzg e PEr
— 1 10 107 olnZ
EZE, E:_E:E —ﬁET-:___E:—ﬁEr:___:_ 1
Prie =7 2. 5€ 205 ~"¢ 2 05 a3 (6.10)

Dostaliémy jedna z zasadniczych funkcji termodynamicznych.



Rozdzial 7
Paramagnetyzm 1 oscylator

Z punktu widzenia makroskopowego poziomy energetyczne sa niestychanie gesto — tak wiec

funkcja 2 ma olbrzymia warto$c.

7.1 Paramagnetyzm

Wyobrazmy sobie, ze mamy spin 1/2; a z nim zwigzany moment magnetyczny. Moze przyjmo-
waé on wartosci g oraz —pug. Dozwolone sg tylko 2 orientacje spinu. Niech taki spin bedzie
oddzialywat termicznie z otoczeniem. Najbardziej interesuje nas namagnesowanie oraz podat-

no$¢ magnetyczna. Jak zwykle na poczatku skupimy sie na przyblizeniu gazu doskonatego®.

7.1.1 Jeden spin
Szczegblnie interesuje nas funkcja rozdziatu:

2 = e ProB 4 BB

Wstawimy to do doskonale znanej nam zaleznosci na $rednia energie:
Olnz
op

1Spiny sa niezalezne, a kazdy z nich jest w réwnowadze termodynamicznej z otoczeniem

F——

o1
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{ +“’() B

E=—IL 0 E

‘ _uoB

Rysunek 7.1: Rozwazany uktad spinowy.

Rozwazmy z drugiej strony warto$¢ sredniag momentu magnetycznego:

n=P.pus +P_p_

e~ ProB _ oBuoB

i =pi

Oe_ﬁﬂoB + eﬁNOB
Gdy w = BugB:

energia magnetyczna
w =

energia termiczna
= potghw (7.1)

Wartos¢ srednia jest funkcja zaréwno temperatury jak i pola B.

_ poB
= [ tgh —— 2
B = folg LT (7:2)

Dla malych w funkcje tangens hiperboliczny mozna rozwingé¢ w szereg”:

1 —(1- 2
tghw = tw—( w):_w:w
Il+w+1l-w 2

Czyli tangens hiperboliczny dla matych w mozna traktowaé jak funkcje liniowa y = w.

7.1.2 Wiele spinéw (prawo Curie)

A jezeli mamy N spindéw to:

poB
M = uN = Npgtgh —
K Mo g LT

2Taylora :)
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u

Lo

Rysunek 7.2: Wykres p(w)

Dla stabych pél (rzedu 1 Tesli)

tgh (w) ~ w
1B
M:,LLN:Nuoszk—T
Policzmy podatnos¢ magnetyczna:
NN
B KT T

Wyprowadzilismy zaleznos¢ zwana prawem Curie. Jest to bardzo wazna jak i ciekawa zalez-
nos¢. Pola muszg by¢ stabe a energia termiczna duza. Zaleznosé¢ ta mozemy zaobserwowaé tylko
dla paramagnetyka. Domeny magnetyczne w ferromagnetyku sa makroskopowe. W paramagne-
tyku wypadkowy moment magnetyczny réwny jest 0 (bo wektory spinéw utozone sa losowo dla
zerowego pola magnetycznego).

Prawo Curie potwierdzone zostato eksperymentalnie. Prawo to wykorzystuje sie np. do okre-

Slenia niskich temperatur. Rozmagnesowanie paramagnetyka pozwala nam na osiaggniecie bardzo
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niskich temperatur (ponizej 1K). Eksperyment polegatl na namagnesowaniu ciata i ochtadzaniu
go do niskiej temperatury, nastepnie po wypompowaniu gazu, wytaczeniu pola — stwierdzono, ze
uktad sie ozigbit. Stato sie tak, gdyz entropia uktadu wzrosta i uktad obnizyt swoja temperature.

Dla spinu wiekszego od 1/2 mamy do czynienia wieksza liczba stanéw kwantowych (2s + 1).

Analogiczne obliczania jak poprzednio prowadza wtedy do zaleznosci:

N
= VQ,UBJBJ(ﬁg,UBB)
up — magneton Bohra
2J+1 2J+1 1 1
By(x) = 57 ¢ gh( 57 :c) - gctgh(ﬁx)
J=S+1L
_ Nigpus)* J(J+1)  const.
Vo3 kKT T

7.1.3 Jak mierzy sie moment magnetyczny

Jak mierzy si¢ moment magnetyczny?
e probke wprowadzamy w gradient pola a nie w pole,
e diamagnetyk jest wypychany z pola,
e ferro-, paramagnetyki sa wciggane do pola.

Paramagnetyk ma wtasny moment magnetyczny.

7.2 Oscylator harmoniczny

Jak pamietamy z wyktadu z mechaniki kwantowe;j:

1
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Nieskonczenie wiele rownoodlegtych poziomoéw energetycznych. Sprobujemy policzy¢ funkcje

rozdziatu:

Y — Ze—ﬁEn _ Ze—ﬁhw(mr%) — Z (e—ﬁhw)"
n n 0
Pod znakiem sumy wystepuje ciag geometryczny. Bedziemy go rozwija¢ przy pomocy wzoru:

ai

Szl—q’ 0,1:1
e 1
z=e oo
— Oln z 0 Bhw
E=-— = — (== _—m@a- —ﬁh“’)
a3 85( ;=)
— hw hw
b=+

gdzie hw/2 jest to tak zwana energia drgan zerowych.

7.2.1 Cieplo wlasciwe

Ciepto wlasciwe:

OE N hiweP"hw(1/kT?)

Cw = or (ePhw —1)2
Gdy odpowiednio:
T — o0
5—0
hw)? 1+ b

Cw = lim ——%— =
kT? T—oo (hw/kT)?
cw W niskiej temperaturze bliskie jest 0, a w wysokiej zbliza sie do stalej Boltzmanna.
Korzystajac z zasady ekwipartycji energii:

2 2
E:Ek+Ep:%+%HE:kT—>cw:k (7.4)

Whniosek: W rozwinieciu wysokotemperaturowym gubimy wtasciwosci kwantowe!
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Rysunek 7.3: Wykres C,,(T')



Rozdzial 8

Gaz doskonaly czastek materialnych

8.1 Energia i ciSnienie

Rozwazamy w dalszym ciagu gaz doskonaty czasteczek materialnych. Mozemy robi¢ przyblizenie
gazu doskonaltego tylko wtedy, kiedy energia oddzialywania miedzyczastkowego jest o wiele

rzedéw wielkosci mniejsza od energii kinetycznej czasteczek.

8.1.1 Energia

Czasteczki gazu niezdegenerowanego sg rozréznialne. Z réwnania Schroedingera dla pojedynczej

czasteczki takiego gazu, zamknietej w pudle o wymiarach L,, L,, L, otrzymujemy:

o 22 ((&

2 (Myv2 | (Mzy2
7 (T + (" + (D) )
Réwnanie to zawiera warunek na kwantyzacje wektora falowego. Jak zwykle postaramy sie

obliczy¢ funkcje rozdziatu z:

ph*m? m2 n2 n?
- el
T y z

2 9 ,
o Ton - 2 ()] e - A ) o[- 23]

o7
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Rozwazymy tylko jeden z tych czynnikow:

Bh*r? n?
= Tew |- )

Podstawienie jest nastepujace:

we 20,
S VomL, "
| B hr

du = 5 Lxdnx

Po podstawieniu:
2m L, [o°
Zg = _m_/ e~ du
6 mh Jo
—_———
VT/2

Wprowadzmy pewng stata pomocnicza b:

L,
Funkcja rozdziatu:
2= 232y%,
V

Interesuje nas takze energia:

Inz=InV — glnﬂ+31nb

___8lnz_§l

T3 T 23

3

B = Nz = SNKT (8.2)

Wynik ten jest zgodny z zasada ekwipartycji energii.
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Lz
Ly
Lx
Rysunek 8.1: Rozwazane 'pudetko’
8.1.2 Srednie cinienie
o,
F.=— :
" 0L, (83)
2,
Fr—zerr_ Ze_ﬁEr
Liczymy srednia:
v e 1 10 . 10
_—Z_ 657':_ Ze Ber
z 5 OL, 2B0L, &=
_ 1 0z
2B 0L,
—_10lmV 10lmL,L,L,
B oL, B 0L,
= 10InL, _ 11
p oL,  BL,
— kT
F,=— A4
- 8.4
Tyle wynosi $rednia sita dziatajaca na x-owa Scianke.
L, kT kT
Pz By

" L,L. L,L,L. V
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Tak wigc:

pV = kT dla jednej czastki
pV = NET | dla N czastek

Znowu doszliémy do réwnania Clapeyrona.

8.2 Twierdzenie o wiriale

Wyjdziemy z drugiej zasady dynamiki Newtona i pozaglujemy nig troche:

dv =
mﬁzF
mill—gw?:ﬁ 7
d dr dv
AR
(TR bmi? = F o7
m%(a.f‘):ﬁﬂzm

Sredniujemy dla czasteczek poruszajacych sie w obszarze zamknietym; $rednia lewej strony
powyzszego rownania jest rowna zeru. Zatem:

<EB,>=--<F-7> (8.6)

N —

Doszlismy do twierdzenia o wiriale.

Dla naszego pudta:

<F.F>=—-3Fa= —3pa?

3
— 3

Doszlismy do takiego réwnania stanu gazu doskonalego juz trzecim sposobem, tym razem za

pomocyg twierdzenia o wiriale.
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8.3 Przemiany adiabatyczne

I zasada termodynamiki:

dE = dW + dQ
d4Q =0
dE = ne,dT
Rozwazmy gaz jednoczasteczkowy:
3 3 3R
o= gkNa =gl =9
ne,dl’ = —pdV
pV R nRT
— = — -
r " =y
pe dT__dv
RT V

TRV = const.
const. = pV i = pVer = pV/*

Znane nam réwnanie adiabaty.

8.3.1 Entropia gazéw doskonalych

Entropia gazéw doskonatych:

d4Q =TdS
dW = —pdV
dU = mc,dT
dTl’ P
v— = dS — =d
mey— S T V
p_mh
T uV
dl'  mRdV
dS = vaT + 77
AS =mec,In 12 + mh In Ve (8.8)

T 1% Vi
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adiabata
izoterma

\%

Rysunek 8.2: Wykres izotermy i adiabaty

8.4 (Gaz w polu sil ciezkosci

T = const.

P = const.

p

dp = —pgdh
d
L P an
p Po

_Pogh

P = poe  Po (8.9)

Jest to tzw. wzér barometryczny
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h [km] \
20 1\
\\
\
\
\
\\\
4 L
~
0.2 0.4 0.6 0.8 1 p /p 0

Rysunek 8.3: Wykres ci$nienia p/py w zaleznosci od wysokosci



64

ROZDZIAL 8. GAZ DOSKONALY CZASTEK MATERIALNYCH



Rozdziat 9

Rozklad kanoniczny w przyblizeniu

klasycznym

9.1 Temperatura bezwzgledna

9.1.1 Skale temperatur

Aby zbudowaé jakikolwiek termometr trzeba mieé¢ zdefiniowane jednostki okreslajace tempe-
ratury. W roku 1954 postanowiono na miedzynarodowej konferencji miar i wag, ze bedziemy
uzywal skali temperatur Kelvina. T, = 273.16K — punkt potrojny dla wody. W skali Cel-
sjusza punkt potréjny dla wody wynosi ok. 0.01°C. Zdefiniujmy skale temperatur Celsjusza:
© = (T — 273.15)°C. Dwie skale, Celsjusza i Kelvina, réznig si¢ tylko przesunieciem. Skala
Celsjusza opiera sie na prostej zasadzie, gdyz punktami charakterystycznymi dla tej skali sa
temperatury charakterystyczne dla wody: temperatura wrzenia i topnienia lodu. Na $wiecie ist-
nieje jeszcze kilka skal temperatur ale wazna z nich jest jedynie skala Fahrenheita: uzywana w

krajach anglosaskich. W tej skali stopien:
5
IF=-0C
9
A takze kilka przelicznikow:

65
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°C OF
—40 | —40
—-17.8| O

0 32
100 | 212

9.1.2 Wzorce temperatury

W niskich temperaturach termometry cechuje sie najczesciej w temperaturze wrzenia helu. Jest
to jeden z najczesciej uzywanych punktéow odniesienia. Inny np. temperatura topniejacej siarki,
temperatury charakterystyczne dla wolframu (3650K topnienie, 5800K wrzenie). Dla por6wnania
temperatura korony stonecznej (mierzona pirometrami) wynosi ok. 5500K, cho¢ wnetrze jest o
wiele cieplejsze’.

Przypomnijmy sobie z poprzednich wyktaddw:

Jezeli energia F — Ey wtedy S — 0

01nQ ~ f E—Ey

_ ~ T
b= “5-5  *~T—0

Gdy temperatura zmierza do zera, to entropia rowniez dazy do zera:

lim S =0 (9.1)

T—0

dla faz czystych i skondensowanych. Jest to III zasada termodynamiki. Ale czesto tak nie jest -

pojawia si¢ tzw. entropia resztkowa.

9.1.3 Przyktad

Mamy krysztal tlenku wegla, ktorego czasteczka przyjmuje dwie orientacje C'——0O lub O — —C.
Gdy czasteczek jest N mamy wtedy 2V mozliwych kombinacji.

S(0) = kIn2Y = RIn2, gdy mamy 1 mol tlenku wegla! Niezerowa warto$¢ entropii, tak zwana

! Zainteresowanych ciekawymi zjawiskami wystepujacymi w obszarze temperatur bliskich zeru bezwzglednemu
polecamy ksiazke: Dziunikowski ,Wstep do fizyki niskich temperatur”, skrypt AGH nr 1203 (1990.)
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entropia resztkowa. Uktad nie dochodzi do zera entropii tylko do entropii resztkowej. Gdyby

zmiany zachodzity nieskoniczenie wolno, to wegiel nie zmienitby konfiguracji.

9.2 Pojemnos¢ cieplna
Definicja pojemnosci cieplnej przy statym y:

dQ)y (9.2)

Cy:(ﬁ

Najczesciej spotykane sg procesy przy stalym V' lub p, ale niekiedy w zadaniach spotyka sie

procesy troche bardziej wydumane. Jezeli zewnetrzne parametry z sa ustalone:

0 OF
.= (30 = (1),

Temperatura jest niemalejaca funkcja energii ¢, > 0.

4Q Gy
= — = — T
s T Td
. T dT . TB
SB—SA— - Cx?—CxlnTA

Czyli wyszedl nam wynik dla gazu doskonatego. Dzieje sie tak wtedy, gdy ciepto wlasciwe nie

zalezy od temperatury. Jezeli T — 0 toi C, — 0

9.2.1 Parametry intensywne i ekstensywne

Parametry intensywne to takie, ktére nie zaleza od wielkosci uktadu (w stanie rownowagi sa
wszedzie takie same, np.: T', p).

Parametry ekstensywne to takie, ktére sa proporcjonalne do wielkosci uktadu (np. masa,
objetosé¢, liczba moli). Stosunek dwoch parametréw ekstensywnych jest parametrem intensyw-

nym.
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9.3 Rozklad kanoniczny w przyblizeniu klasycznym

Przyblizenie klasyczne polega na tym, ze energia termiczna jest o wiele wigksza niz poziomy
energetyczne — rozmazuje si¢ na tych poziomach. Jezeli KT < FE nie da si¢ wykonaé¢ opisu
klasycznego, jezeli kT > E owszem. Drugim sposobem zbadania czy dane zjawisko mozna
przyblizy¢ klasycznie to poréwnanie dtugosci fali de Broglie’a z odlegtosciag miedzyatomows.

Jezeli odlegtos¢ Sy > A to opis klasyczny moze by¢ stosowany.

9.3.1 Przestrzen fazowa

Przestrzen fazowa — przestrzen rozpieta na wspoélrzednych (katach) i pedach (momentach
pedu). Niezaleznych par musi by¢ f — nazwanych liczba stopni swobody. Dla uktadéw makro-

skopowych liczba stopni swobody jest bardzo duza i ksztaltuje sie w granicach liczby Avogadro.

Rozktad prawdopodobienstwa:

P(qi,....qr,p1,---,pf)dpy .. .dps = Ce PP@Pr) g, dpy

Warunek normalizacji:
/qul...dpf —1

9.3.2 Maxwellowski rozktad predkosci

Na wyktadzie prezentowany byt stochastyczny uktad kulek prezentowany przez urzadzenie, zar-
tobliwie nazwane hatasnica. Kulki maja rézne predkosci, zdarzaja si¢ takie o duzej, $redniej
jak i matej predkosci. Cho¢ jest ich mato to niektére potrafity dolecie¢ nawet do przeciwnej

urzadzeniu napedzajacemu balustrady.

Mozna napisac:
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Zgodnie z naszym podejsciem prawdopodobienstwo, ze kulka znajdzie sie w okreslonej komorce

przestrzeni fazowej. Jest to maxwellowski rozktad predkosci, do ktérego Maxwell doszedt

w roku 1859. Prawde powiedziawszy calkuje sie go po przestrzeni.
— m 2
fONdPV = Ce_ﬁTvd?’V(na jednostk  objtoci)
PrzejdZzmy teraz do maxwellowskiego rozktadu szybkosci

F(V) = 4xV2f(V)dV = 47V2C exp (—%ﬁmVQ) v

F(V) p
200K
v
o . 1000K
\’f’
— ~ 2000K
5 \\\\\
v

Rysunek 9.1: Rozktad Maxwella dla réznych temperatur

Rozktad szybkosci czastek

= 53
/()F(V)del = 0:(%)

Wazne calki:

/OO 2 dy = ﬁ
0 4

/OO zte " dy = §ﬁ
0 8
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Srednia energia czgstek:
Bi= [ anvice sV m;/ dV = 4xC2 / Ve omV/2
0

Dokonujemy podstawienia:

r =/ lﬁm\ﬂ dr = lﬁde
2 2
_ 2 \2 2
E Mz 2/ e d
p=1nC 5 () v
— 3 2 m 3

Czastki poruszaja sie w bardzo rézny sposob: wszystkie poruszaja sie po swojemu, ale energia

dF(V) [okT

Np. obliczmy predkosé najbardziej prawdopodobng dla czasteczki azotu w temperaturze po-

Srednia i tak jest rowna 3/2k7T.

Maksimum rozktadu Maxwella:

kojowej. Okazuje, ze wynosi ona 420 m/s i jest bliska predkosci kuli karabinowej. Do pomiaru
predkosci matych czasteczek stosuje sie tzw. selektor predkosci, bardzo popularny w neutrono-

grafii. Mierzone predkosci sg bardzo duze.

9.4 Twierdzenie o ekwipartycji energii

E(q,...,ps) =)+ E'(q1,-..,pf) (9.5)

Mozemy wyseparowaé z energii 1 sktadnik. Energia srednia:

—— f6_6E€idql .. .dpf
L fe‘ﬁEdql .. .dpf

Mozemy skorzystaé z tego, ze €; jest wydzielone:

e PP e Pigidg ... dp; [ e Poig;dp; 9 —Bei
O g0 (]
JePeie=bE dg, .. .dpy J e Peidp; ap
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Zalozmy, ze € = bp?:

/oo 6_6€idpi _ /00 e_ﬁbp%dpi _ 51/2 /_00 e_byzdyi

—00

1 o0 0 1 kT
ln/ = —51n5+1n/_we_byzdy = —%( — 51nﬁ+const.) =5
Jezeli tylko w energii ,siedzg” kwadratowe sktadniki w pedzie lub wspétrzednych to na kazdy
taki sktadnik przypada srednia energia %T Dla uktadu klasycznego kazdy wyraz niezalezny
zawierajacy kwadrat pedu lub wspotrzednej ma te sama srednig wartosé %
9.4.1 Przyktady
WeZzmy gaz doskonaty punktéw materialnych:
Gaz jednoatomowy
Dla gazu jednoatomowego:
L
€= %(Px +p,+ Pz) (9.6)

Widzimy, ze taki gaz ma 3 sktadniki kwadratowe w pedzie (méwimy tez o trzech stopniach

swobody ruchu postepowego).

== 3 (9.7)
2
3
Epol = 5 BT (9.8)
3
mol __ %
o = 2R (9.9)
q?%:gR (9.10)

5
k=g =167 (9.11)
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Rysunek 9.2: Ruch obrotowy wzgledem osi symetrii czastki nie wptywa na energie

Gaz dwuatomowy

Natomaiast dla gazu dwuatomowego poza ruchem postepowym sg trzy obroty, ale jeden z nich
(pokazany na rysunku 9.2 nie liczy sie, gdyz moment bezwladnosci z nim zwiazany bliski jest 0,

a co za tym idzie, przyczynek do energii od takiego ruchu jest réwniez zerowy).

_L(Q_i_ 2_|_ )_|_L_2_|_L_2 (912)
ST g\ TR TP o T o, ‘
5
cmet = SR (9.13)
7
mol
k=14 (9.15)
Dla gazéw wieloatomowych
1 /5 L L2 I2
_ —1 72 78 9.16
Sl G A R AT A (9.16)
g =3kT (9.17)
™ = 3R (9.18)
"t = 4R (9.19)
k=1.33 (9.20)

Nawet na pierwszej pracowni fizycznej jest doswiadczenie z wyznaczeniem k, gdyz jest to na-

prawde proste doswiadczenie.
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Ruchy Browna — jezeli mamy temperature r6zng od zera bezwzglednego to energia réwniez

rozna jest od zera.

21
m;/x = —kT
— kT —
VZ = —, VZ=0

Najprostsze doswiadczenie pokazujace ruchy Browna: czasteczka biatka zanurzona w wodzie -

czasteczka porusza sie beztadnie, ale srednia jej predkos¢ rowna jest 0.

Oscylator harmoniczny

Dla oscylatora harmonicznego:
Loy 1,
€= — -
Qmpm + 2ozx

gdzie F' = —ax — sita harmoniczna.
Mamy zatem dwa sktadniki kwadratowe we wzorze na energie:

= Q%kT = kT, dla 3D: z=3kT

L]

Tak wiec jezeli takich niezaleznych oscylatoréw bedziemy mieli jeden mol to:

= 3R (9.21)

v

Jezeli umiedcimy niezalezne oscylatory harmoniczne (drgajace atomy) w weztach sieci krystalicz-
nej, to ciepto wlasciwe w przyblizeniu klasycznym nie zalezy od rodzaju substancji. Doszlismy
do prawa Dulonga—Petita. Ale czy tak w rzeczywistosci jest? Tak, ale sa wyjatki (krzem, dia-
ment). Wyjatki istnieja dlatego, ze stosujemy przyblizenie klasyczne (wysokotemperaturowe).
W wyzszych temperaturach wychylenia atoméw sa coraz wigksze i nie mozna juz pomi-
ng¢ poprawek anharmonicznych. Niekiedy to one dominujg — wtedy przestaje by¢ to oscylator

harmoniczny.

Podsumowanie

Zasada ekwipartycji jest bardzo wazna, ale trzeba umie¢ jg stosowac, a stuszna jest tylko w

wysokich temperaturach (bo jest to opis klasyczny)
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Rysunek 9.3: Oscylator

9.4.2 Granice opisu klasycznego

Zasada nieoznaczono$ci:

1 — 1
—p2 = kT
am!* T 2
po = /12 ~ VmkT (9.22)
Z kolei dla oscylatora:
1
—ax? = —kT
2
— kT
s = \a? =/ — (9.23)
o
sopo = KT/ > (9.24)
N
1/w
Wtedy mozna stosowaé przyblizenie klasyczne.
kKT > wh (9.25)
Temperatura Einsteina
h
o="" (9.26)
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Gdy temperatura T jest duzo wieksza od temperatury Einsteina mozemy zastosowac¢ przyblize-

nie klasyczne.
Na przyktad dla miedzi © = 230K. Czyli w temperaturze pokojowej mozemy w tym przypadku

spokojnie zastosowaé przyblizenie klasyczne.
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Rozdzial 10

Ogéblne oddziatywanie

termodynamiczne

Rysunek 10.1: Rozwazany uktad

Uktad nie tylko wymienia ciepto ale takze wykonuje prace.
E + E' = const.

V + V' = const.
O =QE,V)QE', V")
mQ*=mnQE,V)+IQE, V)

s =s5+5

77
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d(In Q") = dlnQE, V) +dIn Q(E, V')

Chcemy, aby s* = max

nQ nQ
d(InQ*) = %dEJr %dv
——— ——
B pB

Ogdlny dowdd w Reifie[?], ale:
AlnQ 1/ As 1 TAS AQ
(v ), =ilav) =(5v):

AV Jp E\AV /)y kT AV~ "\AV
AQy AW pAV
Hav)e= P ay =P ay =

dInQY = BdE" + 'p'dV’
dE' = —dFE, dV = —dV’
Po dodaniu stronami otrzymujemy:
dInQ* = (8- 3)dE+ (8p— 3'p)dV =0

ﬁ/

n

6

P

Uktad znajduje si¢ w stanie rownowagi!

Gaz wieloatomowy

E = Etr + Erot + Ewib

Epy = ng (10.1)

Dla molekul dwuatomowych i jednowymiarowego oscylatora:
Erotr = Lawibr = kT (102)

Jak wida¢ z rysunku 10.2 Srednia energia czasteczek, i co za tym idzie ciepto wtasciwe zmienia

sie z temperaturg.
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E/RT

trans.+rot.+wib.

trans.+rot.

3/2 kT

trans.

T

Rysunek 10.2: Srednia energia czasteczek i ciepto wlagciwe zmienia sie z temperatura

10.1 Silniki

Aby skutecznie zamieni¢ ciepto na prace nalezy zbudowaé silnik. Sprébujmy zrobi¢ nastepujacy

model:
W=Q

Musi by¢ speliony warunek:

AS* >0
tymczasem:
AS* = @ <0
T

Taki silnik nie ma prawa istnie¢ w przyrodzie, gdyz entropia w catosci by malata. Jest to tak
zwane perpetum mobile II rodzaju (nie istnieje silnik, ktéry w catoéci zamienialtby ciepto
na prace) — jest to inne sformuowanie I zasady termodynamiki.

Rozwazmy silnik pracujacy w nastepujacym otoczeniu:

L W=0Q -
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Rysunek 10.3: Taki silnik nie moze dziata¢

I: AS*=-24+2 >0

S

Sprawnos¢ silnika:
w T -T T
= < =1-—= 10.3
=5 T T (10.3)

Znak rownosci wystepuje tylko dla silnika idealnego.

Sprawnosé silnika z zalozenia musi by¢é mniejsza od jednosci. Silnik idealny (Sadi Carnot
1796-1932)

10.1.1 Cykl Carnota

=1-= (10.4)

10.1.2 Pompa cieplna

Pierwsza pompe cieplng stworzyt pewien Szkot, ktéory pompowal ciepto do domu z sieci wo-
dociggowej. Jest to efekt ciekawy, lecz gdyby chetnych do zyskania energii w taki sposob byto

wiecej, temperatura w sieci wodociggowej znacznie by zmalata.
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Rysunek 10.4: Taki silnik moze dziataé

adiab. Q adiab.

Q’

1zot.

Rysunek 10.5: Cykl Carnota

81



82 ROZDZIAL 10. OGOLNE ODDZIALYWANIE TERMODYNAMICZNE

S’ s S

Rysunek 10.6: Cykl Carnota w uktadzie S,T



Rozdziatl 11

Potencjaly termodynamiczne

11.1 Energia swobodna
Mamy pewien uktad A, ktory oddziatuje termicznie z ukladem A’, tak ze:

A=A+ A — wkad izolowany

QO = QY
S*=8S+Y9
AS* =AS+ ASY

E*=FE+ E' = const.
W =0
Q =ALE = —-AFE

Zmiana entropii:

/
AS*:AS+AS’:AS+%:
AU  AST'— AU  —(AU — AST') .
AS — T = T = T = AS" = —
. AF
S =~

83

AF
T

(11.1)
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F=U-TS— AF =AU -T'AS

Funkcja F' nazywana jest energiag swobodng, gdy catkowita entropia przyjmuje maksimum

energia swobodna musi przyjmowac¢ minimum.
dF = dU — d(TS) =TdS — pdV —TdS — SdT = —SdT — pdV

dF = —SdT — pdV (11.2)

Jezeli T, V = const. — dF =0 — F = min. Mozna dowie$¢, ze F = —kT In z.

Gibbsowska energia swobodna (uklad oddziatujacy, p = const., T' = const.)

P~ Q(E) = e*

p = const., T = const.
Uktad moze wykonywa¢ prace i wymieniaé ciepto:
S*=5+9
V* =V + V' = const.

Q=AF +pAV' = —-AE —p'AV

! AE +p' AV
AS = AS+ 2 = A5 - 2ETPAY
' =AS+% = AS =
AE — AST' + p/A
AS* = — ST, +raV (11.3)

G = U-T'S+p'V funkcja ta nazwana jest gibbsowska energia swobodna lub entalpia swobodna.
Jezeli AS* > 0 = AG < 0, G — osigga minimum. Jest to dobry potencjal termodynamiczny
dla uktadu oddzialujacego poprzez prace i ciepto.

G=U-TS+pV =F+pV
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dG = dU — d(TS) + d(pV) = —SdT — pdV + pdV + Vdp
dG = —SdT + VdT

Funkcja Gibbsa jest r6zniczka zupelna.
Gdy p, T = const. to dG = 0.
Gdy p, S = const.
H=U+pV (entalpia)

dH = TdS + Vdp

Mamy juz cztery potencjaty termodynamiczne.

11.2 Tozsamosci termodynamiczne Maxwella

oT 0
dU = TdS — pdV (W)S = %%)v

oT oV
dH = TdS + Vdp (8—p)5 B (%)P

oS\ 0
dF = -SdT—pdV  (52), = (57),,

oS ov
dG = =5dT + Vdp (a_p)T - _(a—T)p

85

(11.4)

(11.5)
(11.6)
(11.7)

(11.8)

Gdy uktad jest izolowany dobrym potencjatem jest energia, lecz gdy uktad nie jest catkowicie

izolowany potencjatem jest funkcja termodynamiczna, ktora minimalizuje si¢ w stanie réwno-

wagi.

11.2.1 Prawo Stefana
e rozpatrzymy fotony — liniowy zwiazek dyspersyjny p = E/(3V),
e nie jest zachowana liczba czastek,

e cidnienie nie zalezy od objetosci,
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I tak:

(z tozsamosci Maxwella)
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T = const.,p = const.

p=f(T)
E =3pV
dE = 3pdV

dE =TdS — pdV
dE = 3pdV =TdS — pdV

TdS = 4pdV
4p

ds 0
T = (W)T - (3_5)\/
dp dT

P T
Inp=4InT + C

p=CT*

E =3pV =3CT'V

é =oT* (11.9)

Zwiazek ten jest stuszny réwniez dla fononéw (w modelu Debye’a dla fononéw — liniowy zwiazek

dyspersyjny) ¢, ~ T3.

11.3 Stan réwnowagi miedzyfazowej

Zatozmy, ze mamy uktady o réznych fazach: 11 2.

Ni 4+ Ny = N = const.
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Wyrazmy wzoér na entalpie swobodna:
G=U-TS5+pV =min.

G =G+ Gy = Nigi + Nago

dG = g1dNy + g2d Ny = (g1 — g2)d N,

9 (Tv p) = 92(T> p)

Jest to stan réwnowagi dla uktadu dwufazowego.

p

faza 2 faza 1

g&1>& & =&

g,<g

T

Rysunek 11.1: Stan rownowagi dla uktadu dwufazowego

dg =de —TdS — SdT + pdV + VdP = —-SdT' + VdP

dg, = dgo

—51dT 4+ VidP = —SodT + VaodP
dp . SQ — Sl . AS

dT Vo —Vi AV

87

(11.10)

(11.11)
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dp AS
— = — 11.12
ar AV ( )
Doszliémy do rownania Clausiusa—Clapeyrona. Réwnanie powyzsze okresla krzywa réwno-
wagi faz. 0
Ly
AS=—==— 11.13
=T (11.13)

dp L L

AT~ TAV ~ TV (11.14)

11.3.1 Cisnienie pary nasyconej

v
para nasycona
Rysunek 11.2: Para nasycona
Cidnienie pary nasyconej:
d _ L
dl ~ TAV
RT
AV =Vo - VimVy=— (dla  gazu doskonaego)
p
dp _ Ly

dT  RT?
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p

p- krytyczny

ciato state
T p. potrojny

gaz

Rysunek 11.3: Punkt potrojny

L
l = ——
np T +C
p = poe” MFT (11.15)

Cisnienie pary nasyconej w zaleznosci od temperatury.

Réwnanie van der Waalsas:

o ()] -1 in s
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Rozdzial 12

Duzy zespd6l kanoniczny, statystyki

kwantowe

12.1 Duzy zespé6t kanoniczny

Mamy dwa uktady:
pierwszy o liczbie czastek N, i energii F,

drugi o energii Ey — E, i liczbie czastek Ny — N,

S 95
So(Eo — Ey, No — N ) = So(Eo, No) — (8£)NEN a (8]\(7))ENT
—— ~——
1/T —u/T

dE =TdS — pdV + pdN

P?"N o~ eSo/k — ie—,@(E—,uN)

Zd

QO=F—uN=—-kTInZ,

91
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12.2 Statystyki kwantowe

Czastki sa nierozrdznialne. Stosujemy przyblizenie gazu doskonatego.

Er = Nyr&r

Zy=y e = 3 feap( = (e - )]

nT

Ale mamy dwa rodzaje czastek:

fermiony (o spinie potéwkowym): np. elektrony. n, = 0,1 (obowiazuje zakaz Pauliego)
bozony (o spinie catkowitym): np. fotony, fonony. n, = 0,1,..., 00

Podstawiajac do powyzszego wzoru otrzymamy:

Zg =1 + e—ﬁ(5r_ﬂ)

B 1
- 1— 6—5(5r_ﬂ)

QO = —kTIn (1 + e—ﬁ(ar—u))

zf

Qf = —kTIn (1 — 6_6(“_“))

Py S S— (12.1)

nf=——— (12.2)
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12.2.1 Granica klasyczna
n, < 1,n, = £e77° Parametr ¢ to parametr zwyrodnienia. Jezeli parametr ten jest duzo mniejszy

od jeden = gaz jest niezwyrodnialy i mozna stosowa¢ przyblizenie klasyczne.

6266“

N=Yn=¢Y er=¢. 5

1
n, = N—e P (12.3)
21

Doszlismy do réwnania Maxwella— Boltzmanna
N-liczba czastek.
V2
Zkals = 53L; h= vem
53/2 =h

Zbadajmy dla przyktadu parametry zwyrodnienia dla paru uktadéw i odpowiedzmy sobie na

= const.! (12.4)

pytanie: czy uktad mozna przyblizaé¢ klasycznie?

o clektrony V/N = 10"28cem?, T = 273K = &gjas = 4000. Nie moznal
e ciekly hel V/N jak wyzej, T = 5K =  &pas = 7. ROwniez nie moznal

o fotony, u =0 = Eras = 1. Takze jeszcze nie!

e gaz w warunkach normalnych = &, = 0.0000004 < 1. Tu juz mozna.

12.3 Rozklad Plancka

Rozwazymy rozktad Bosego-Einsteina dla gazu fotonowego i obliczymy energie. Sprobujemy

dosta¢ to, co nie powiodto sie¢ w mechanice klasycznej — wyprowadzimy rozktad Planka.

E= /O  en(e)gle)de = /0 T e (k)n(k)w (k) Pk (12.5)

Lyvide: str.58, wzér 8.1



94 ROZDZIAL 12. DUZY ZESPOL KANONICZNY, STATYSTYKI KWANTOWE

Gestos¢ stanu dla 1 wymiaru jest prosto obliczy¢: zauwazamy, ze majac przedzial od 0 do L

miedzy brzegami musi powstac¢ fala stojaca i tak:

kl =nm
s nm
k=0,—- —
Y l? ) l
21
k)= — 12.6
w(k) == (12.6)
To byto w jednym wymiarze, a teraz trzeba wynik uogélni¢ na trzy wymiary:
I\3 2V
4k 2V 4r 8312 8tV ?
37 _ _ _
/w(k)dk:_/w(k:) - dk:_/?? S dz/—/ v
9(v)
r_[n 1 87r1/2d
= [
2
1
p(v)dy = S dv. (12.8)

3 ehv/ET _
Otrzymaliémy rozktad Plancka.

Aby otrzymaé prawo:
Wiena nalezy zamieni¢ v na A a nastepnie zrozniczkowaé. Apee ~ 1/7.

Stefana nalezy scatkowac rozklad Plancka w granicach od 0 do nieskonczonosci i otrzymamy,
ze: E = CT*.

Rysunek (12.1) przedstawia rozktad Plancka dla réznych temperatur.
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A
p(v)
Tl < T2 < T3

T,

Rysunek 12.1: Rozktad Plancka dla réznych temperatur

\Y
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Rozdzial 13
Gestosci stanow

Uzyjemy dwoch rodzajow podejsé:
13.1 Periodyczne warunki brzegowe

k€ (—o00,0)

Réwnanie Schroedingera dla czagstki w pudle:

& ) = Bt

2m dx?

Rysunek 13.1: Pudlo jest periodyczne

Mamy tez odpowiednie warunki brzegowe:

97
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Uz +1) = ¥(x)

U(z) = Aeth® 4 Be~the

2mFE
k2 = 72
kl = 2mn
k=0, :I:Q—W, o
l
=21/l 0 21/ 1 47/ 1

Rysunek 13.2: Stany kwantowe dla czastki w pudle

Kazdy obszar ma szerokosé¢ 27 /l. Na kazdy przypadaja 2 stany kwantowe ze wzgledu na to,
ze rozrdznia sie spiny.
2 5 l
VN

W dwoch wymiarach robi sie to tak, ze rozwigzaniami funkcji falowej jest siatka punktéw w

w(k)

ksztalcie kwadratu. Na kazdy taki kwadrat przypadaja réwniez dwa stany (takze ze wzgledu na

(a8)" = (7

spin)

l 2V
w(k) = 2(—)3 = : dla trzech wymiarw... (13.1)
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>

Rysunek 13.3: Sztywne warunki brzegowe

13.2 Sztywne warunki brzegowe

Aby rozpatrzyé¢ sztywne warunki brzegowe trzeba zalozyé¢, ze wewnatrz naszego pudtla stworzy

sie fala stojaca.

$(0) =4 (1) =0

b(z) = Asin (k)
kl = nm
s

l

Ale wazne, ze n musi by¢ wigksze od 0. Zatem:

l

w'(k) =2— <dla 1D (13.2)
T
oL
W' (k) = 2(;) <dla 3D (13.3)

Mamy dwa na pierwszy rzut oka wykluczajace sie wyniki. Pytanie: czy my popetnilismy gdzies
btad?
W'(k) = 8w(k) (13.4)

Nie, ot6z btedu nie popehilismy — sa to dwie catkiem réwnowazne odpowiedzi. Zgadza sie

liczba stanéw.
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13.2.1 Gestos¢ stanéw w przestrzeni energii.

Tutaj nalezy sprecyzowal zwigzek dyspersyjny — interesujg nas czgstki materialne — zwigzek

dyspersyjny jest kwadratowy.
B h2k?
- 2m
2w(k)dk = g(E)dE

|dE/dk| W E

(13.5)

9(E)dE = 2w(k)

V2mE
k:
h
a5 _ [2E
dk — \'m

Gestos¢ stanéw w przestrzeni energii dla 1 wymiaru jest proporcjonalna do odwrotnosci pier-
wiastka energii.

Gestos¢ w dwoch wymiarach:

k+dk E+dE
/ w(k)d2k :/ g(E)dE (13.6)
k E
k+dk l 292m
EdE:/ k= . =2m() " aqE
Lub inaczej:
(E)dE = 2(i)22 bk = S4B — const dE (13.7)
g =2(5 ) 2m = 2l = const. ,
Dla trzech wymiarow:
E+dE 1%
g(E)dE = / k)= ... = %\/QmEdE (13.8)
E m
l 9 B2m |mE .
g(E )dE_2(2 )4 k dk—Q—ff,,/TdE:\/EdE (13.9)

Zazwyczaj interesuja nas wlasnie 3 wymiary.

Ogodlnie dla gestosci stanow:

¢(E)dE = D(w) = /Xw(l?)d?’k - / (%)3}131{; — (%)3/dkld5w (13.10)
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g(E)

\ 3D

2D

N

\\\

E

Rysunek 13.4: Gestosci stanéw dla roznych wymiaréw

X — powloka p
dw = |dk o Vyw| = d| |Viw| = dky = ———
|Viwl
ds
E) = w(k / 13.11
oE) = ll) | 5 (13.11

Jest to ogdlny wzor na gesto$¢ standw w przestrzeni energii. Tam gdzie bedziemy mieli zera z

gradientu pojawia si¢ nam osobliwosci.

13.3 Prawo Stefana-Boltzmanna a gaz fononowy

Rozpatrzymy model Einsteina, przez co zaktadamy, ze kazdy, niezalezny oscylator drga z ta
samg czestotliwoscia.
Energia oscylatora:

E, = nhw + %hw

_ Nhw
oFE , el
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R ] 3 S e —

T/0y

Rysunek 13.5: Wykres zaleznosci c,od T'/0g

Zdefiniujmy uzyta w wykresie temperature Einsteina:
hw

O = (13.14)

Teraz podejdziemy do sprawy inaczej — rozpatrzymy przyblizenie Debye’a:

Zauwazamy na wykresie w(k) trzy galezie akustyczne. Ich obecnosé spowodowana jest trzema
mozliwosciami polaryzacji drgan: dwoma poprzecznymi i 1 podtuzna.
V - predkos¢ dzwieku; w = Vk;

dS 47k 47Tw
ds = 13.15
Lo e

w3
Maksymalna i ograniczajaca ilos¢ fononéw to 3/V.
E= / D(w)n(w)hwdw
wo W3 hw

E:/w o e (13.17)
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k

Rysunek 13.6: Pojawiaja sie trzy gatezie akustyczne

OF T x “’U
Cy = a7 = 9Nk:(5)3/0 ? x4(€wef1>2dx

103

(13.18)

gdy T dazy to zera to xp dazy do oo i catka pryjmuje stala wartosé, ¢y dazy do (T/6)3.
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suma, 13
zdarzen
nieskorelowanych, 14
niezaleznych, 14
prawo
Curie, 53
Dulonga—Petita, 73
Stefana, 85, 94
Stefana-Boltzmanna
a gaz fononowy, 101
wielkich liczb, 19
Wiena, 94
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przejscie
Bernoullie — Gauss, 21
Bernoullie — Poisson, 20
przestrzen
fazowa, 68
przyblizenie
Debye’a, 102
FEinsteina, 101
klasyczne, 73, 75, 93

rOwnanie
adiabaty, 61
Clapeyrona, 60
Clausiusa—Clapeyrona, 88
Maxwella— Boltzmanna, 93
rownowaga
miedzyfazowa, 86
rownowaga uktadu
dwufazowego, 87
rozktad
Bernoulli’ego, 15
przyktad, 16
dwumianowy, 15
definicja, 15
Gaussa, 14, 16
kanoniczny
przyblizenie klazyczne, 68
Maxwella
predkosci, 68
szybkosci, 69
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Plancka, 93
Poissona, 17
prawdopodobienstwa, 68

ruchy Browna, 72

selektor predkosci, 70
silnik
idealny, 80
sprawnos¢, 80
skala temperatur
Celsjusza, 65
Fahrenheita, 65
Kelvina, 65
stata
Boltzmana, 55
statystyki kwantowe, 92

sukces, 15

temperatura
Einsteina, 74, 102
korony stonecznej, 66
okreslanie, 53
przeliczniki, 65
skale, 65
topnienia, 65
wrzenia, 65
wzorce, 66

termometr, 65
cechowanie, 66
definicja, 45

dylatacyjny, 45

gazowy, 45
oporowy, 45
potprzewodnikowy, 45

termopara, 45
tlenek

wegla, 66

twierdzenie

centralne graniczne, 20
Moivre’a -Laplace’a, 19
o ekwipartycji energii, 70

o wiriale, 60

warunki brzegowe

periodyczne, 97

wektor falowy

warunek na kwantowanie, 57

wzOr

barometryczny, 62

zasada

0 tremodynamiki, 45
ekwipartycji energii, 58

I termodynamiki, 46, 61
IT termodynamiki, 46, 79
[T termodynamiki, 46, 66

Zeeman, 46

zespoOt statystyczny, 13
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