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Uzupetnienia: (material dodatkowy)

1jezelii=j
delta Kroneckera: d;; =
0 jezeli © # j

. . = 00 A~ ~
Konwencja sumowania: @ = )~ a;é; = a;€;

)
1 parzysta permutacja wskaznikow

tensor Levi-Civity: €5 ¢ —1 nieparzysta permutacja wskaznikow

0 jezeli wskazniki sg jednakowe
\

[loczyn skalarny: a - b= a;b;, €;€; = 01

Iloczyn wektorowy: @ X b = g;;5.€;a,by,
a X (b X C) = 5ijkéiaj€klmékblcm = équl a;cj — eifi ajbj
bo@o ¢ (ab)

—

cayli: @ x (bxa):(a-a)-z?—(a-g)-a



1. Wektory, uktady odniesienia, pochodna wektora po

czasie

Wektory : @ = (a1, a2, a3) , b= (b1, by, b3)

- suma: @+ b = (a1 + b1, as + be, az + bs)

- rOznica: @ — b = (CL1 — bl, a9 — b2, as — b3)

S

Qi

- iloczyn skalarny: @ - b = |d@| |b|cosa = aiby + asbs + asbs
b
H

a
- iloczyn wektorowy: a@ x b=—bxa
axb= a; as as| = T (agbs — asba) + § (azby — arbs) + 2 (a1ba — asgby)
by by b3

BN
X
=

| =|al - |I;\ -sina = pole powierzchni



- illoczyn mieszany

ayp az as
objetos¢ rownolegloscianu

(6><5)5: bl bQ b3: —
zbudowanego na wektorach a, b, ¢

1 C C3
Potozenie: T
dr -
Predkosé: T=—=7
© d
AT
Predko$é érednia: Vep = ——
« AL
p ) ) I T
rzyspieszenie: 0= — == — =7
P d e
. AU
a, e —
ST At

Przyspieszenie $rednie:

Uktady odniesienia:

Na ptaszczyznie:

a) kartezjanski
7= (z,y) — uklad ortogonalny, staly w czasie(Z, y nie zaleza od czasu)
r=2xt+ yy



dr  d Vy =T

U= = (et +yj) =32+ 4y = (,7) |
vy =
— dU d . A + DN e ee a/‘r - 'I.
ay =4
b) biegunowy - prostokatny i zmienny w czasie
7 =11, + 0n, = (r,0)
T =7"cosp r=+/x?+y?
I _ Y
y=r-smey tgp = =
x
L o d .
w, =7




Hodografem nazywamy krzywa zakreslong przez koniec wektora zaleznego od

czasu, przy czym poczatek tego wektora znajduje sie zawsze w tym samym punk-

cie.
e hodografem wektora statego jest tuk okregu

e pochodna wektora statego jest prostopadia do tego wektora (styczna do

okregu jest prostopadta do jego promienia)

. 1 At, dy . R
u, = li =4 U
N
Au, = | a, | Ap
~——

vy =7, v, = r¢ (odpowiednik v; = rw)

— /a2 2 — . /r2 252
V= U+ U= AT TP

- i d . A N PN .o . A SN A
a=0U=—(rt, +roiy,) = i, + 7, + 179ly + ret, + 1oty

dt



Uy = Uy, Au, = | 1, [ Agp
. A
Uy = lz'mA—utsD = —QU,

= (i — r@?)il, + (rp + 279,

a, =¥ — r¢? (sktadowa radialna)

a, = r$ + 21 (sktadowa transwersalna)

— /a2 2
a = ,/a;+ ag




Uktady inercjalne a nieinercjalne

Uktad biegunowy jest nieinercjalny i pojawiaja sie dodatkowe sktadniki przyspie-
szenia:

e przyspieszenie dosrodkowe ay = rw?

ogodlnie: dy = & X (J x ) - w uktadzie wirujacym z predkoscia &

e przyspieszenie Coriolisa a, = 2wv

ogolnie: a;. = 20 x 7 a. v

Uktad styczno-normalny

Predko$é jest zawsze styczna do toru

T skladowa styczna
t

7

skladowa normalna

v =0t +0- U, = viy

dv s
Q= — =VU+V U = VUt + ANy
dt ~~

()

a; = v - pochodna dtugosci wektora predkosci

a, = — - p=—
P Ay

Przyktad - zadanie z biedronka v = at, ¢ = ct



Przyktady ruchow

1. Ruch jednostajny po linii prostej v = const, a =0, s=wv -t

2. Ruch jednostajnie przyspieszony prostoliniowy d = const,

dv t
o =a = fidefoa-dt = v—1vg=at = v =1+ at

S = pole trapezu

t t2
S:UO+(UO+a)t:vot+a—
2 2
ds _ = ¢ S ds = [ £)dt
a—v—vo—i—a Jo ds = [, (vo + at)

3. Ruch zmienny (ogoélnie)

o




Rzuty:

1. Swobodny spadek - ruch jednostajnie przyspieszony z przyspieszeniem g

2 2h
h=%" o= =
2 g
$ =0
v = gt = \/2gh h
9"
2. Rzut pionowy Y
Vo
V=109 — gly = Ly = —
9
=0
t2 2
h = Uotw — g—w = U—O
2 2g h

3. Rzut poziomy

t2 2h
h:g—:>

v? = v + 2gh
tga = %
Vo

10



4. Rzut uko$ny

vy = Voy — gty =0

ty = - =
g
t, = 21,
202 sin v cos o
d = UOaﬁtc = 0

g
g v3 sin(2a)
g

d(a) = d(90° — )

. gt? _ gug sin® a _ Vg sin® o
2 2g2 2¢
T = Vgt T
Rownanie ruchu: , —lt=-—
B gt Voz
)
Rownanie toru: (redukcja czasu)
T _ 9% parabol
Y = Voy— — =—5 parabola
Yvor 203,
dv v x d
max: —~ = 0 &—92 0 (x:—)
x Vox V5, 2
d 2V, v V2 sin 2
vty = g5 = d= 2 1
2 9 9

11

dzx

dt

dt

= Vox

= Voy — gt



Ruch po okregu:

S  skalarnie: v = % = d(;fb) _ Cj;tb

wektorowo: v =W X 1

L du d(_,x du_fx_,_i_ o dr
d=—=— (X7 =—7Xr+dx —
dt dt dt
dt
v
a = — r w V=¢ r w v
S~~~ aq
e
(=G XT=0x (@xF)= (@ 7F) @— (@ &) 7
Vo
=0 bo wls
— 2 UQ/\
czyli: g = —wr = ——7
r

2
Ruch jednostajny po okregu: w = % =2nf
w - czestosé kotowa
T - okres

f - czestotliwosé

Ruch jednostajnie przyspieszony:

et?
QOICUOt—{—? w:w0t+€t
) U
Qs = €r, Aq = W' r = —
r

12



Opis ruchu w uktadzie obracajacym sie

uktad S’ obraca sie wzgledem S 7z predkoscia katowa &

—— = predko$¢ obrotu osi x = & X é1/  zgodnie ze wzorem (U= &

drr
Zatem: —
atem o

=0+ X | xléy! + yléol + z1és!

Vv

—

Czyli: Uv=0I4+& X717

Jezeli U1 = 0 (uktad wlasny) to v = & x

Ogolnie dla uktadow obracajacych sie:

d d/ L ox
- = w

dt dt
U=1l+d X7/

—

77 - ruch odbywa sie po okregu

13
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(r1 = cost)



a=—
dt
s dU d(*/+“><7)+*(*/+“><7)
a—=—=—I\V w T w (v w rlr) =
dt dt
dﬁ/+*><dﬁ+*><*/+*><(*><*/)
= — 4+ WX —+wWXVU+wX(WXrl =
dt dt —_——

(&-F)-DG—w?7r

—

=al+ 20 X U+ & X (& X 77)

Jezeli W L7 ( plaszczyzna ruchu L do & )

a=al+ 20 X U1 — Wi

d. = 20 X U - przyspieszenie Coriolisa,

— —

4 =W X (W x 77) - przyspieszenie dosrodkowe

14



Zasady dynamiki

[zaak Newton (1643 - 1727) sformutowal trzy zasady dynamiki oraz prawo po-
wszechnego ciazenia. Do czasow Galileusza (zmart w 1642) wielu filozofow uwa-
zato, ze do tego, aby utrzymac ciato w ruch potrzebny jest pewien wplyw ze-

wnetrzny, czyli sita.

1. Zasada Dynamiki: Jezeli na ciato nie dziata sita (wypadkowa) to cialo to po-

zostaje w spoczynku, lub porusza sie ruchem jednostajnym po linii prostej

2. Zasada Dynamiki: Dla ciata o stalej masie: F =ma

_dv F_m-dv_dp
“T T @t dt
7 dp

. t

Fdt = dp

~—
poped sity zmiana pedu

Przyktad uktadu o zmiennej masie:

dm

,u:% \ mg /

T

Na barke dziala stata sita F

oraz sypie sie piasek

15



dp d dm dv

=—=—(mv)=v — +m—
dt dt dt dt
=p
m = mg + ut
dv
F = t)—
(m0+u)dt+/w
d
F—uv:(moJr,ut)er—:

F— v mo + ut
—In =In
F my
F o my+put
F—uw  mg

Fmg = Fmg + tF — mopv — pot

(mo + pt)v = Ft

16




Ft
V= —"—
mo + pt

lw <

Uwagal! Inaczej rozwiazujemy zadanie, gdy barka jest dziurawa i piasek sie

z niej wysypuje (dlaczego? bo sita dziata rowniez na udt)

m = mgy — ut

\ : My /

. — — —

Fdt F H
=dv = v=——In(mo— ut)l}
m — ut 7
. mo . ) .
Ostatecznie: v = —In S — rofnie nieograniczenie
1% my — it
N——

podobnie jest dla rakiety

Inny przyktad to rakieta - liczymy go z zasady zachowania pedu.

17



3. Zasada Dynamiki: Gdy dwa ciata oddzialujg wzajemnie, to sita wywierana
przez ciato drugie na cialo pierwsze jest réwna i przeciwnie skierowana do

sity, z jaka ciato pierwsze dziala na cialo drugie.

Przyktad: bloczek

2N
Q2 — N = maa
N a
N — Q1 =mia * ¢
N* N
mo — My Miq
— —= :> = —_— m 2
Q2 — Q1= (mi +me)a=a — m29 1 D
62 ‘ ' 61
N — mya i Ql _ —m% + mi1mes + m% + mqmsa _ 2m1m2
mi + Ms my + mo
IN — 4m1m2
my + my
Masa zredukowana: ng = 2N
4m1m2
= —————
mi + Mo

Caty bloczek oddzialtywuje na zewnatrz tak jak masa zredukowana.

18



Tarcie:

(a) tarcie statyczne: 0 < T < foN

(b) tarcie kinetyczne: Ty, = fi, N

zwykle — fi < fs

Inne sity rzeczywiste:

sita grawitacji, sita Lorentza, sita sprezystosci, sita naciagu.

19



Sity pozorne

Zatozenia: uktad S’ porusza sie wzgledem S z przyspieszeniem @, oraz ob-

raca sie z predkoscia .
Wtedy:

d=al+ dy,+ 20 X U+ @& X (&0 X 77)

Rownanie ruchu:

—

ma — erwngtrzna

—
—

m [CY/ + dy, + 20 X U+ @0 X (Q_j X T/)] = erwngtrzna

—

mal = Fewnetrma ~ —MA —2mw X Ul —mw X (@0 X 17
rewne Zmay, - Z2my X i (@ x 1)

sila bezwladnosci ﬁc - sita Coriolisa F,q - sila odsrodkowa

Jezeli dodatkowo w zalezy od czasu, to
= ddo

— — —

mal = Fewnetrma — My, — mE X 71— 2m@ X U1 —mdd X (J X 77)

— —
—

mal erwnqtrzna + F

ﬁB sa to dodatkowe sity, ktore pojawiaja sie w nieinercjalnym uktadzie od-

niesienia.

20



Przyktad: Punkt materialny A spoczywa w uktadzie inercjalnym. Jak wy-

glada réwnanie ruchu w uktadzie wirujacym?

W uktadzie wirujacym mamy do czynienia z ruchem po okregu - musi zatem

dziata¢ sita dosrodkowa - skad ona si¢ bierze?

U= —& x 11 (znak -’ bierze si¢ stad, ze kreci sie uktad)
F.= —2m@ X 0 = —2m@ X (=@ X 1) = 2m@ x (& x 77)
Fog = —md X (& x )

— jest to sita dosrodkowa.

21



Sita Coriolisa

Fo = —2md X 01 = 2mul x &

e wahadetko na wirujacej tarczy

wahadetko puszczone jest ze srodka tarczy

wahadetko puszczone jest z punktu maksymalnego wychylenia,

w
P T
P k-
7
7 ¥
\

\\/

-

/
f \/

4
}
! |
/
R /
e e
\“\?:3

/
1]
i
i
G2
4 P
TR i
\u

.

{

|
\
\
W
4
T
- £y
\
'

S|

T

\

5 |
\
oo

‘\‘ 1
")
S

W zewnetrznym uktadzie nieruchomym ptaszczyzna wahan zostaje zacho-
wana
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e wahadto Foucaulta

W, = wWsin Y,  w; = wWcosy

Ruch odbywa sie stycznie do powierzchni Ziemi wiec:

F.=2mul x & = 2mul x &,

Wplyw ma tylko sktadowa w,

W ukladzie obracajacym (ziemskim) wystepuje skrecenie plaszczyzny wa-

han z okresem:

2 2
_ .7T ~ 30 godz. - dla Warszawy
Wy wsing

T

Na rowniku efekt znika.

e sity Coriolisa sa niewielkie:
piechur m = 70 kg, v/ = 6,5 kTm = F,~1,5-1072 N,
samochod m = 1,5 t, v/ = 1OOkTm = F. ~ 5N.
Jednak na dtugiej drodze moga wywota¢ wyrazne zboczenie np. dla rakiety
sredniego zasiegu przebywajacej droge 1000 km odchylenie moze wynies¢ ~10

km.

e charakterystyczny kierunek pasatow

23



e powstawanie cyklonow

e podmywanie brzegéw rzek ptynacych potudnikowo

e odchylenie cial spadajacyh pionowo ( odpowiedzialna sktadowa w; ); np. dla
naszej szerokosci geograficznej przy spadku z 100 m odchylenie wynosi ok.

1,5 cm.

24



Praca, moc, energia, zasady zachowania, zderzenia

1. Praca: W=F.5=Fscosa

Ogolnie:

B
Wag :/ F(8)-ds

A

e praca jako pole pod krzywa F(s)
e praca dodatnia i ujemna

e sktadowa F'| nie wykonuje pracy (np. sita dosrodkowa)

Praca w ruchu obrotowym:
dr =dg x 71

AW =F - (d@x7) = (dG x7) - F =d3- (FxF
(dg x 7) = (dg x T) G- (FxF)

moment sity F

Przyktady:

m@
dt

—

(a) praca przy rozpedzaniu: F=m d=

B R tB tB d/lj
WABz/ Fd§:/ Fudt = mﬁﬁdt:m

A ta ta

25
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ta

Udv =



UB
muv 2 mv% mfui

21 2 2

VA

2
Wyrazenie 5 definiujemy jako energie kinetyczna

Wtedy:
Wap = Ex(B) — Er(A)

(b) Praca w polu grawitacyjnym (statym)

B hp
WAB:/ Fds = mg - dh = mg(hp — ha) = mgh
[ ras- [ (tn

E, = mgh - energia potencjalna

(¢) Praca sit sprezystosci:

b b B ka? xB
WAB:/ Fds:/ ng::/ krdr = ———
A A A 2

26
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Wap = —— —=
AB 5 5
ka? . : L
E,s = - energia potencjalna sprezystosci
dw  Fdi - Mdg -
Moc: P="=""_F.§  P=—"f NG
dt dt dt

2. Sity zachowawcze

(a) Zasada zachowania energii

Jezeli Wyp ( praca sity F ) nie zalezy od drogi, to sila F jest zachowaw-

CZa.

Inaczej: praca sity zachowawczej na dowolnej drodze zamknietej jest

rowna, zero.

Energie potencjalna definiujemy tylko dla sit zachowawczych, a miano-

wicie:

E,(r) = —/ Fdi + E,(13) = —/ Fdi + const
o ro

lub
dE, = —Fdi = —(Fydx + F,dy + F.dz)

27



Odwrotnie:

o OB 0B, 0
v ox’ Y oy’ 0z
Definiujemy operator V= (8%:’ %, %)
Wtedy
OE, OE, OF,

F=-VE,=—( ) = —gradE,

ox’ Oy 0z

Sita jest gradientem (ze znakiem ’-’) energii potencjalnej.

Zasada zachowania energii mechanicznej (Ej, + E, = const) obowia-

zuje w polu sit zachowawczych (pole grawitacyjne, elektrostatyczne).

Zasada zachowania pedu

ﬁzd—p Jezei F=0 = @—

=0 = p=const
dt dt p=con=

Jezeli na ciata nie dzialaja sity zewnetrzne (lub wypadkowa tych sit =

0), to ped cial pozostaje staly.

28



Przyktady:

Zderzenia;:

e sprezyste - obowigzuje zasada zachowania pedu i energii mechanicz-

nej
e niesprezyste - tylko zasada zachowania pedu.
Rakieta:

chwila ¢:

chwila ¢ + At
M- -v=(M-—Am)(v+ Av) + Am(v — u)

M-v=M-v+M-Av—v-Am—-—Am-Av+v-Am—u-Am

M- -Av=u-Am Am = - At
M = My — ut 1 - szybkosé spalania
MAv = p-u- At
M%:uu = I, = Ma = pu = const
=~

=a

Wzor Ciotkowskiego na site ciggu rakiety

29



dv
(Mo — Mt)% = pu

dt dv

My —pt — pu -

t —,udt v@

o Mo—put Jy u

t v v
— IH(M() - /Lt) = —
0o ulo
1 My 1 My
v=uln =uln—
MO - ut M
Uktad srodka masy:
- miri + mors + ... > myT;
mi+mo+ ... >om,

VCM _ Zmﬂ?z _ ZP?

Z@:Zmi‘VgM:MC'VgM

Caly ped unosi uktad srodka masy. Zatem w uktadzie srodka masy ped=0

Z@'CM:O

30



3. Dynamika ruchu obrotowego

Moment sity: M=FxF

Moment pedu: L =7xp (kret)

dL d<ﬁ><4) dfxﬂr*x
dt  dt dt_o
ale:
de* U X p=1UX(mv)
— = 7 =9 X (m?v) =
dt p p
dL diy L
— =X —=7rxF=M
dt t

dl -
— =M
dt
. L .
Jezeli: M =0 = d— =0 = L =const

Zasada zachowania momentu pedu.
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Dla ukladu cial: I = 3" my[@r2 — 7(70)]

TiW = LWy + Yiwy + 2w,
Dla sktadowych:

2 2
L, =w, E m;(r; — i) —w, E MLy —W, g M2
< ~ v —_— —_—
Ir'r *Imy *Imz

Definiujemy tensor momentu bezwtadnosci:

Iy = Zm(rf - %2)
Loy = — > mxy;
L. =—> mxz

32



podobnie pozostale sktadowe: I, , I,

Ostatecznie:

Lx = ]xmwx + Ixywy + Ixzwz
Ly = I,w, + Lyw, + 1.0,

Lz = szwx + Izywy + ]zzwz

Ogolnie: L=1-3&

ze wzgledu na symetrie: [,y = Iy, I, =1L, I,,=

L,

Reprezentacja tensora symetrycznego jest powierzchnia drugiego stopnia (elip-

soida bezwladnosci)

Istnieje ortogonalny uktad wspotrzednych (osie glowne), wzgledem ktorego

pozostaja tylko diagonalne wyrazy momentu bezwtadnosci.

Dla ciagtego rozktadu masy:

33



Lo = [ p0)(67 6 = o)y

Przyktady:

e pret o masie m i dlugosci [ (A = 3):

: : 0N mi?
1:/r2dm:/0r2Adr:A/O rdr = Azl = 5 = -

1/2 3 )\l3 )\l3
2 T2
f /_Z/QT r=Age =gt

Ogolnie:

I = Iy + md? - Twierdzenie Steinera
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e walec:

mr
fo="5"
e obrecz:
Iy = mr?
e kula:
2
Iy = gmr2
e pret:
mi?
Jo = ——
D
Energia kinetyczna:
dL L
dW = Md M=— S
v dt YT
dL dy L L? Iw?
i T T T F=5TT

Jezeli:

1

M=0 = L=const = czyli  Iw = const
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Obroét bryty sztywnej dookota osi swobodne;j

e 0513 swobodng obrotu bryty sztywnej moze by¢ tylko jedna z gléwnych
osi bezwladnosci, odniesionych do §rodka masy bryly (znikaja momenty
dewiacyjne, a to oznacza, ze znikaja momenty sit odsrodkowych powo-
dujace zmiany kierunku osi). Bardziej stabilna jest o§ odpowiadajaca
najwickszemu momentowi bezwladnosci: (Omowi¢ wirowanie talerza na

kiju, krazki Frisbee, rzut dyskiem, lasso, hula-hop)

Nutacje

Chwilowe zadzialanie momentem sity.

- bak symetryczny wiruje wokot osi, ktéra nie jest jego osig gtowna.

Wtedy L [f &

O$ glowna (0§ symetrii) zakresla wokot statego momentu pedu stozek nuta-

cjl.

Precesje
- bak symetryczny pod dziataniem zewnetrznego momentu sity.
Zatem przyrost dL jest L do L

Koniec momentu pedu zakresla precesyjne koto o promieniu L | = Lsin«

Przechodzimy do uktadu wirujacego z w,. Wowczas:
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d d .
dt dt’

~
znika bo uktad wtasny

czyli .
dL — —
E == D X L
Zatem:
M = Wy X L

mgrsin a = w,L sin o

Szybkosé katowa precesji nie zalezy od kata nachylenia baka wzgledem pionu.

Precesja + nutacja

wahadto zyroskopowe

Zyroskopowy moment sity (Xp)

W ukladzie laboratorium % — M

Po przejsciu do uktadu wlasnego (precesyjnego)
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ar’

— =W, x L+ —
dt b dt
=0 (uklad wtasny)
czyli: .

d -

— —w, X L=0

L

M P

W tym uktadzie wypadkowy moment silty jest réwny zeru, bo L jest staty.

Pojawia sie zatem dodatkowy moment zyroskopowy:

Kp:—wpr:wap

Przyktady dziatania momentu zyroskopowego:

(a) skrecenie kot wagonu przy najezdzie na dziure
(b) jazda na rowerze bez trzymania kierownicy
(¢) dociskanie kol mlynskich

(d) kolej jednoszynowa

(e) urzadzenie zyroskopowe do stabilizacji statkow

Sztuczny horyzont

- wahadlo torsyjne na wirujacej tarczy. Jezeli dobierzemy tak parametry wa-

hadta (Iy = mRs; s - odlegtosé srodka ciezkosci wahadta od jego osi), to
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wahadlo torsyjne pozostaje w spoczynku niezaleznie od wielkoSci przyspie-

szenia katowego jakiego doznaje stolik.

L : : |R
Ostatecznie, jezeli wezmiemy wahadto fizyczne o okresie T = 2m4 | — =~

g
84 min (odpowiada to dlugosci zredukowanej wahadla rownej promieniowi
Ziemi) to zachowany jest kierunek pionu w doznajacym dowolnie duzych

przyspieszen samolocie czy tez pocisku rakietowym.

Wahadlem takim moze by¢ wahadto zyroskopowe, dla ktorego

B 21 B 2w

T
wp, — mga

zalezy od w - (predkosé katowa zyroskopu)

Kompas zyroskopowy

(bak symetryczny w zawieszeniu Cardana) - stosuje sie dodatkowe (pionowe)
mocowanie osi 3. Zyroskop wskaze polnocny biegun geograficzny (a $cisle]

kinematyczny) Ziemi.

Poprawki (nawet kilkanascie stopni) zwiazane z ruchem po stycznym z jego

torem tuku kota wielkiego.

Statyka bryty sztywnej

- rownowaga sit 1 momentow sit (przyktad - drabina oparta o Scianeg)
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Precesja Ziemi

Ekliptyka - ptaszczyzna orbity Ziemi wokot Storica. Ekliptyka tworzy kat
23°27" 7 plaszczyzng rownika. Ziemia jest gigantycznym zyroskopem o osi
przechodzacej od bieguna poétnocnego do potudniowego. Nastepuje precesja
tej osi wzgledem normalnej do ekliptyki 7z okresem 27725 lat (46.79” na rok).

Wystepuje rowniez nutacja z amplituda 9.2” 1 okresem 19 lat.
. " _prad
Ziemia: w, = 46.79” /rok ="7.19-10 —

Spowodowana jest dzialaniem momentu sity od Storica i Ksiezyca; Ziemia
nie jest jednorodng sfera; Precesja zostata odkryta w 135r. p.n.e. przez Hip-

parchusa.
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4. Ruch drgajacy

Sita sprezystosci - prawo Hooke’a:

s - przekroj (pole powierzchni)
ol - wydluzenie

E - modut Younga

czesto piszemy F' = kol - sita zewnetrzna

Oscylator harmoniczy

F=—kx
d*z i N d*x k
m—s = —KZ Q5 — T %
dt2 dt? m
k
2 —_ —
wy =
i = —wix
Rozwiazanie postaci:  x = Asin(wot + ©)
2 2T m
wo T TV o m L
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T k 2
Ep:—/ Fdx:% <— parabola
0

Z ruchem harmonicznym mamy do czynienia wtedy, gdy energia jest kwa-

dratows funkcja wychylenia.

Przyktady:

e wahadlo matematyczne

F:mgsinézmg?
F=— gx
~—
=k
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e wahadto fizyczne

=
I
S
X
&y

M = mgdsin a = mgda

1 | 1
T =2m\— = 2wy | ——
W\/; a mgd

1
E. = E, + E, = const. = ékAQ

Energia catkowita:

Oscylator harmoniczny ttumiony

dx
Fr=—bv=— 7
Az dx
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dx k b dx

x
dt? m m dt

i+ 2B% + wir =0

Rozwiazanie:
x = Ae P! cos(wt + ¢)

Jezeli wi — 3% = 0 to mamy thumienie krytyczne, czyli brak oscylaci.
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Logarytmiczny dekrement ttumienia:

T (1) _ g7 = 2np

In ——m\)
nxm(tJrT) w

Drgania wymuszone (rezonans)

Sita wymuszajaca:

F, = F,,sin(Qt)

& d
md—tf = k- bd—f + F,,sin(Qt)

Fr
&+ 2B + wir = — sin(Qt)
m

x = Asin(Qt + 9)

Fn
my/(wg — O2) + 45202

A=

280

5 = arctan
2 2
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Moc absorbowana:

»_LE 2607
T 2m (wE — ) + 4522

Jezeli 2 — wy to moc osigga maksimum

o

Dudnienie

- dwa drgania sktadowe o zblizonych amplitudach oraz nieco réznych czesto-
tliwosciach:

r = Acos(wit) + Acos(wat) = 2A cos e

COS

Wwp = 0w = Wy — W
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Krzywe Lissajous

@, = @ m!=2-:al mt=3 &,

: 4 d".ﬁ
4 O [

L1 S S Sy U N S - —

o= a5 (A2 FEVNY YA
{1 N [

T [INZ1S
ARIJINAR’

L LATA
IwmziliwaReirival

=
2
AT
\,___ __,,-f"

w1 = we — prosta (p =0, 7), okrag (¢ = g), elipsa
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Newton i obliczenia dla Ksiezyca

T, = 23,32 dni = 2,36 - 10%s
Ry = 3,84-10%m ~ 60R,

Przyspieszenie dosrodkowe:
m 9,80

g

o\ 2 B
aq — UJ2RZK = (?) RZK = 2, 72 . 10 382 ~ 602

5. Grawitacja (sity centralne)

~ (Rzk/Rz)?

XVIIw. J.Kepler sformutowal trzy prawa ruchu planet. Opart sie na bardzo

doktadnych obserwacjach dunskiego astronoma Tychona Brahe (dotyczyty

zwlaszcza ruchu Marsa)

Opierajac sie na prawach Keplera oraz "Rachunku ksiezycowym” Newton

ogtosit w 1687r. "Philosophiae naturalis principia mathematica”, gdzie podat

prawo powszechnego cigzenia:

Mm

r2

=3y

F=-G

Pomiar stalej G przeprowadzil po raz pierwszy Lord Cavendish w 1799r

za pomoca tzw. wagi skrecen.
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Oddziatywanie powtoki sferycznej o grubosci t:

-dM
dF = dF] - cosa = Gm—Qcosoz
x

dM = pdV = p2mr sin Ordét = 2wt pr? sin Hd6

R —1rcosé
cosqq = ——
T
S o R? + 1% — 22
7 twierdzienia cosinusoéw: r cos ) = o7

Po zrozniczkowaniu:

2xdx
2R

_rsinfdo = — —  sinfdl = —dz
Rr
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Ostatecznie:

dF =

7Gtpmr <R2 —r?

7 — + 1) dx
—

(07

X

Na zewnatrz powtoki:

R+r 2 2 2 2 Rtr
R — R —
F:/ a( 27“ +1>d33:oz[ T +x] =
R—r X —T R—r

=a[-R+r+R+r+R+r—R+r]=4dar

47t ptm Mm
=G 5

F=c—
R R

Wewnatrz powloki:

r+R 2 _ .2 2 _ .2 r+R
F:/ a(R 27“ +1>d:c:a[R r—l—x] =
r—R T —Z r—R

=a[-R+r+R+r—R—r—r+R]=0

Powtoka kulista o jenorodnej gestosci przyciaga znajdujacy sie na zewnatrz
punkt materialny tak jakby cata masa byt skoncentrowana w jej srodku. We-

wnatrz powtoki sita jest rowna zeru.
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Energia potencjalna:

T M Mm]’ M
Ep:Woo_W:/G mdr:[—G m] - ¢

2
00 r T r

= oE M
Sita: F' = —gradll, = —a—pf = -G ;nf
r r

Energia potencjalna jednorodnej kuli

- praca potrzebna do zbudowania kuli

W /M Gmdm _ /rGgﬂr?’ppélﬂerr _
0 0

r r

16 16 b 3G
/G 2 pridr = G 7 27:5 = 5—( 77 2

3GM?
5 1

Zagadnienie dwoch cial

d2771 GM1M2 p
Ve r2
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M.

2 e r2
— Mﬂ“—i + MQTE
Reoy =

My + Mo

a2 r2 " a2 2

@ . GM2 . dQT_é Gle

Mlﬂ + MQFQ =0 = Mlﬁ + Mgr;g = const = ﬁCM = const

Predkosé¢ uktadu srodka masy jest stata, czyli moze by¢ = 0

dt? dt? M1 + M2 r2

d*r d*(r] —73) ( 1 1 > GM M, .
— e r
Wprowadzamy mase zredukowana:

11+1
po My M,

@7 GM M,

a dt? r?

Po wprowadzeniu masy zredukowanej zagadnienie dwoch cial sprowadza sie

do zagadnienia jednego ciala.

— —

M =0 = L = const
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=7 x uv = const = ruch odbywa sie w plaszyczyznie L L

W plaszczyznie ruchu wprowadzamy uktad biegunowy

U = 7y + 1QUy,

pit () pi L2

— 3 T > T
2
5 zalezy tylko od r wigc mozemy go potaczy¢ z energia potencjalng
ur
L? G M, M, L?
Er=F = —
/ pt 24172 r i 2412
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X
Hp(r]l

Rownanie ruchu:

sita odsrodkowa

Rozwiazaniem tego rownania sa krzywe stozkowe

o [ <0, (kolo lub elipsa) - ruch ograniczony
e £ =0, parabola

e F > 0, hiperbola

Pole powierzchni:
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Il
Sy
1 Wn

L = const = ’ = const

Prawa Keplera

Mikotaj Kopernik 1473-1543
Tycho Brahe 1546-1601
Jan Kepler 1571-1630
Izaak Newton 1642-1727

[. Wszystkie planety kraza po elipsach; w jednym z ognisk elipsy znajduje

sie Storice

II. Promienn wodzacy planety zakresla w rownych odstepach czasu réwne

pola

III. Kwadraty okresow obiegu réznych planet wokoét Stonca sa proporcjo-

nalne do szescianéw wielkich potosi elips
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Elipsa

%: é(l—ecosgp)

s - okredla rozmiary krzywej
e - mimosrod

Dla wiekszosci planet mimosrod jest bardzo maty i orbity sa prawie kuliste.

Planeta mimosrod (e)
Merkury 0,205
Wenus 0,006
Ziemia, 0,016
Mars 0,093
Jowisz 0,048
Saturn 0,055
Uran 0,046
Neptun 0,008
Pluton 0,246

Dla orbit kolistych:

M 2
G T;n:mwQT w:%
T2 B 472
r3 GM

Ogolnie dla orbit eliptycznych otrzymujemy

472a3

T =
G(M; + M)
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Twierdzenie o wiriale

Uktad, w ktorym dziataja sity odwrotnie proporcjonalne do kwadratu odle-

glosci (grawitacja, sity elektrostatyczne)

C — c . .
Ep:—? F:—ﬁ'f:MG
rF = Mry
rMad
S =B, =M
md (70) = MF0 + M0 = Mv*+Mi
—(r0) = MTv =
2,
d,
ME(TU) =2F,+ E,

a7



Jezeli stan jest zwiazany, to czastka porusza sie w skoniczonej objetosci. Sred-
nio biorac, warto$¢ v rownie czesto rosnie jak maleje. Srednia wartosé lewej

strony 7 wielu catek ruchu jest réwna zero, czyli:

<2y >=—-<E,>

Nie istnieje trwata rownowaga statyczna

(uktad musi by¢ w ruchu).

Dla czastki zwigzanej sita przyciagania proporcjonalna do odwrotnosci kwa-
dratu odlegtodci, srednia energia kinetyczna jest réwna potowie sSredniej ener-

gii potencjalnej ze znakiem minus.

Przyktad - powstawanie galaktyk:
Obtok gazu traci energie poprzez promieniowanie
E, ™\ jest ujemna wiec bezwzglednie rosnie

Ey /* co powoduje wzrost temperatury (z obloku powstaje goraca gwiazda)
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6. Statyka cieczy

Ciecze czy gazy nie maja okreslonej postaci, przyjmuja posta¢ naczynia, w

ktorym sie znajduja

Prawo Pascala (1659r.) - ci$nienie cieczy, wywarte w pewnym punkcie, roz-

ktada sie rownomiernie w calej objetosci cieczy.

(Ci$nienie
F N
p=g Pe=15

pomiar ci$nienia dokonujemy np. za pomocg manometrow:

- prasa hydrauliczna

Jednostki:
1 bar = 750 mmHg = 1000 hPa
1 Tr(tor) = 1 mmHg

1 atm(atmosfera fizyczna) = 760 mmHg

kG
1 at(atmosfera techniczna) = 1—

m
TP TP 1 dv
Scisliwosé cieczy: B = _Vd_p‘ Feconst

1
modul $cisliwosci B = =

Ciecze sa bardzo malo scisliwe. Przyktady:
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e po zmieszaniu 50cm?® wody i 50cm? alkoholu etylowego zyskujemy 96¢m?
mieszaniny. Aby fizycznie uzyska¢ ubytek objetosci o 3, 7% musielibySmy
zastosowac ci$nienie 5,4 - 108W' Jest to wielkos¢ oddziatywan wzajem-
nych pomiedzy czasteczkami alkoholu i wody.

o Jesli szezelng skrzynie drewniana (bez pokrywy) napetniona woda, prze-
strzeli¢ pociskiem karabinowym, to chwilowe wysokie ci$nienie spowo-

duje rozerwanie skrzyni na drzazgi

e "tezki szklane” - krople stopionego szkta krzepna w wodzie; powstaja silne
naprezenia, dzieki ktérym kropla jest odporna na uderzenie mtotka. Przy
odtamaniu koriczacych je nitek szklanych, uszkodzenie szybko rozprze-
strzenia sie w gtab kropli powodujac gwaltowne, wybuchowe jej rozpad-
niecie sie na kawaltki. Jezeli zachodzi to w szklanym naczyniu wypetnio-

nym wodg - moze spowodowaé rozerwanie tego naczynia.

Prawo Archimedesa
- clalo zanurzone w plynie wypierane jest ku gorze 7z sita rowng ciezarowi
plynu wypartego przez to ciato.

Ciénienie hydrostatyczne: dp = pgdh

pn = pgh
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7. Dynamika cieczy

- przeplywy stacjonarne: ciecz nie powstaje ani nie znika
Svp = const

S - pole przekroju

v - predkos¢ przeptywu cieczy

p - gestosé cleczy

W ujeciu mikroskopowym w kierunku x:

V(z) = v, AyAzAt

V(r+ Az) = (vx + 9 Am) AyAzAt

ox

AV =V(x+ Azx) —V(z) = 88% AxAyAzAt
x
Podobnie w pozostatych kierunkach
Oznaczenia:
ov, Ov, Ov, .
pr— pr— d
B + By + 9 Vv VU

Dla cieczy idealnej dive = 0
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Rownanie cigglosci dla przeptywu stacjonarnego cieczy $cisliwe;j:

div(pv) =0

Dla przeplywéw niestacjonarnych:

div(pv) + % =S

gdzie

9p szybkos¢ gromadzenia sie cieczy

ot
S - wpltywy lub wyplywy do elementu objetosci

Rownanie Bernoulliego (ciecz w ruchu stacjonarnym)

2
pgh + % + p = const

Praca sit zewnetrznych pAV zmienia sie na

energie potencjalnag mgh = pAVgh

muv? B pAV 2
2

1 kinetyczna

Ogolnie dostajemy réwnanie Eulera:

dv S
pd—: =pf—gradp
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—

f - sila masowa (sita zewnetrzna diatajaca na jednostke masy)

Przyktady:

rozpylacz

pompka wodna,

palnik Bausena

paradoks hydrodynamiczny (przyciaganie kartki)

paradoks hydrodynamiczny (podtrzymywanie kulki w strumieniu powie-

trza)

zrywanie dachow

sita nosna dziatajaca na skrzydto samolotu

efekt Magnusa (wplyw lepkosci cieczy powoduje unoszenie cieczy)

Poréwnanie wzglednych wartosci oporow:
za opOr odpowiedzialna jest lepko$é cieczy, a przede wszystkch wiry po-

wstajace za przeszkoda

Lepkosé:

Dla kuli (wzor Stokesa)

Fy = —6mnrv
n - lepkosé
Liczba Reynoldsa:
Re =%
U]
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Wyrazenie Newtona na site oporu (opor cisnienia) - powoduje go roznica ci-

$nienn wywotana wirami:

2
F, = CW%S

C,, - bezwymiarowy wspotczynnik

1)2

5 " energia kinetyczna na jednostke objetosci

S - powierzchnia przekroju poprzecznego

Okazuje sie, ze wspotezynnik oporu C,, jest funkcja liczby Reynoldsa oraz
ksztattu ciata. Dla cial i cieczy o takiej samej liczbie Reynoldsa wspotczyn-
nik oporu ma ta sama warto$é¢. Do badan modelowych mozna zatem uzy¢ ciat
mniejszych, zwiekszajac szybkosé przeptywu lub zachowaé mniejsza predkosé
przeptywu, kompensujac to mniejsza wartoscia lepkosci. Jest to prawo podo-

bienstwa hydrodynamicznego.
Dla Re < 1160 stabilny jest przeptyw laminarny
Dla Re > 1160 stabilny jest przeplyw turbulenty

Ruch laminarny - wyrézni¢ mozemy warstwy cieczy poruszajace sie z roz-
nymi szybkosciami

- przeplyw laminarny przez rurke jest przepltywem wirowym

Kran z woda:
- staby strumien; przeptyw laminarny

- silny strumien; przepltyw turbulenty (niespokojny)
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Cyrkulacja, wirowosé lub rotacja

Cyrkulacja

F:%Udé’

§ 5ds

rotv = lim
A—0

Jezeli rotv # 0 to przepltyw jest wirowy

ﬁ

@)

s

o4

I

<L

X

1]

I
Q
SIS
§3|QJQ@>
8')|QJ N>

Napiecie powierzchniowe

F
A= —
21
\ rp Tp
27r 2
2
p=— <+— dlakropli
r

(Meniski, wloskowatos¢)
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Termodynamika

Zasady termodynamiki:

"0” - zerowa zasada termodynamiki

Jezeli dwa uklady znajduja sie w stanie rownowagi z trzecim uktadem, to mu-

sz znajdowacl sie rowniez w stanie réwnowagi jeden wzgledem drugiego.

Inaczej: Istnieje wielko$é¢ skalarna, nazywana temperatura, ktoéra jest wtasciwo-
$cia wszystkich uktadow termodynamicznych (w stanie réwnowagi), przy czym
roOwnosé temperatur jest warunkiem konieczym i wystarczajacym réwnowagi ter-

miczne]

Termometrem nazywamy jakikolwiek maty uktad (ale makroskopowy) urzadzony

w taki sposob, ze przy pobraniu lub oddaniu ciepta przez ten uktad zmienia sie

tylko jeden 7 jego parametrow makroskopowych (tzw. parametr termometryczny).

Sposoby pomiaru temperatury:

1. Rozszerzalnosé cial (np. cieczy - termometry cieczowe)

2. Zmiana oporu elektrycznego (np. metale, polprzewodniki)
3. Zmiana cisnienia lub objetosci gazu (termometry gazowe)
4. Sita termoelektryczna - termopara

5. Podatno$¢ paramagnetyka
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Temperatura w skali Celsjusza (krzepniecie 1 wrzenie wody)
- 1954r. miedzynarodowa konwencja ustalita, ze temperatura bezwzgledna wody

w punkcie potrojnym wynosi 1; = 273, 16 K
t[°C] = T[K] — 273, 15°

B.Dziunikowski: Wstep do fizyki niskich temperatur, skrypt AGH nr1203 (1990)

Skala Fahrenheita:
5)
1°F=—=-C
9
—40°C = —40°F
100°C' = 212°F
0°C = 32°F

I - pierwsza zasada termodynamiki

ciepto i praca sg réznymi formami zmiany energii

AU =W +Q

U - energia wewnetrzna

dU = §W + 6Q
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Konwencja:

oW = —pdV
0Q) = mc,dT

cw - cieplo wlasciwe

IT - druga zasada termodynamiki

Entropia charakteryzuje stan makroskopowy uktadu znajdujacego sie w réwno-

wadze.

0Q
dS = —

Pochtanianie ciepta powoduje wzrost entropii

Dla uktadu izolowanego entropia rosnie AS > 0

Mozemy zatem zapisa¢ pierwsza zasade termodynamiki:
dU =TdS — pdV

gaz doskonaty

e uktad punktow materialnych oddzialywujacych tylko poprzez zderzenia

e Srednia energia gazu doskonatego zalezy tylko do temperatury

u 3
— = =kT
N 2
~ —23 J
k - stata Boltzmanna £ = 1,38 - 10 e

e roéwnanie stanu gazu doskonatego
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twierdzenie o wiriale

v - i -
YC_F/).r e F
m— / ros o meT 7
) Y T @ T T T T

czyli: prie

d -
Ostatecznie: mE(F V) = F -7+ mv?

=l

F.
= + B}

Srednia warto$é¢ lewej strony jest rowna zeru, wiec:

1 .
<Ek>:—§<F-F>

Zamykamy gaz w szescianie o wymiarach |
Dla trzech Scian F || 7 czyli F -7 =0

Dla pozostatych trzech $cian
F-7=—Fl=—@p)l=—pP

Dla catego pudia



Ostatecznie:

Czyli:

3

< E.>=U

v
pv._my
T p

%:;:const
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Przemiany gazowe

1. Izotermiczna (T = const) pV = const - rownanie Boyle’a Maiotte’a

U = const

Vi Vi
b b t V ‘/a
W:_/ pdV:—/Va 60‘7;3 dV:—constlnvZ:nRTanb

W+Q=0=Q=-W

2. Izobaryczna (p = const)
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3. Izochoryczna (V' = const)

EZM—R:const
T V
W=0, Q=mc,(T,—T,)
AU =Q

Ogoélnie:

me,dT = —pdV + me,dT

dl , p dV L av nik
= LGy = ———— — = —

a p=cons mdl|, » 0T p

Cp = Cy + —

g fu

lub: ¢ = ¢ + R
4. Adiabatyczna 6¢Q) =0
dU = oW me,dT = —pdV
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m RT

WAl = ———dV
mc LV
v T (Y
,u; %:—g = ,u}; InT +1InV = const

KCy

TRV = const = (pV) &V = const

mol

H:ucv—l—R:Cp

ity cmol
c
L —_k>1
CU
pV" = const

Twierdzenie o ekwipartycji energii

Dla uktadu klasycznego, bedacego w réwnowadze w temperaturze T, kazdy wyraz
niezalezny we wzorze na energiec zawierajacy kwadrat pedu lub wspotrzednej ma

te sama Ssrednig warto$¢ rowna §l<:T
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Przyktady:

1. jednoatomowy gaz doskonalty:

1
E = — (2 2 2
Qm(pﬁpﬁpz)

1
U=-NkT'" =-—
n

2. dwuatomowy gaz doskonaly:

1 1
) D —— 2 2 2 —l2 l2
2m(pm +p, + ;) + 2[( 1+ 13)

3. wieloatomowy gaz doskonaty:

6 mol 6 mol 4
UzéNk’T Cv :§R Cp :4R K:§:1,33
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4. oscylator harmoniczny:

1 1
E:_2 - 2
Qmpz—i—Qozx

U= NET

"' = R (w jednym wymiarze)

J
dla trzech wymiarow ¢ = 3R ~ 25
mol - K

Prawo Dulonga i Petita: w dostatecznie wysokich temperaturach, wszystkie ciata

state maja jednakowe i niezalezne od temperatury molowe ciepto wtasciwe wyno-

szace 3R.

Silnik (bez chlodnicy)

entropia uktadu maleje (silnik nie istnieje)

Silnik (z chlodnica)

Q Q/

!

= = —— - >
ASukladu AS + AS + ; 0
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ASuktadu w20

/

w_e @ . w_ T _
T T’ Q ~ T
%74 T-—-T »

nzag T - Sprawnosc

! Q Q T(S -5
Gaz w polu sit ciezkosci
_ P _
T = const — = const dp
p
P Po
—=— = pP=—p0
P Po 0
p
dp = ——pogdh
Po
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== _Pan

Inp —Inpg = —@gh
Po

_pog,

] - wzOr barometryczny
Do

p:poexpl

Entropia gazu doskonatego

0Q =T1dS, oW =—pdV, dU = mc,dT

dU = 6Q + 6W

p mR
” — T — _— = ——
mc,d1 dS — pdV T~

dl’ p
dS = mcy,— + =dV
S =mec 7 +T

AS =me,InT ;2 + lenV 52
1 /J, 1
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5 mR_. V,
Sy — 81 =me,In —= + —1In—=
92 1 mc nT1+ p nv1

Gazy rzeczywiste

- rébwnanie Van der Waalsa

N 2

(V — Nb) = kNT
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Fale mechaniczne

e fale podtuzne i poprzeczne
e fala harmoniczna prosta - pobudza czastki do drgan harmonicznych prostych

e czolo fali - powierzchnia taczaca wszystkie punkty przestrzeni w ktérych w

danej chwili zaburzenia sa takie same
e fala plaska - czoto fali jest ptaszczyzna
e fala kulista
e fala biegnaca w prawo: y = f(x — vt)

e fala biegnaca w lewo: y = f(x + vt)

T - okres
- totliwosé = —
v - czestotliwosé T
A - dtugosé fali = vT
2m

w - czestosé kotowa = - = 2Ty

k - wektor falowy, liczba falowa k = ~

predkosc fazowa: vy =

N >

Osrodki dyspersyjne: szybkosé fali zalezy od jej dtugosci.

d?)f
Miara dyspersiji jest —=
q AySpersjl j a\
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Zasada superpozycji: dwie fale moga przebiega¢ ten sam obszar niezaleznie od

siebie.

Paczka falowa: zaburzenie ograniczane w przestrzeni, mozna je roztozyé¢ na nie-

skoniczone ciggi fal, ktorych dtugosci zmienieaja sie np. w sposob ciggty.

Maksimum zaburzenia rozchodzi sie z predkoscia grupowa:

dw w

Ugr: %, ’Uf:%
. d . dvf . 27Td1}fd)\
Vgr = gplhvs) = v ks = vp =

W osrodkach dyspersyjnych v, # vy

Paczka falowa rozmywa sie w przestrzeni
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Predkosé fali

F w — F dosrodkowa

Am = pAl, - gestosé liniowa F' - naprezenie liny (sila naciagu

Amuv?
2F sinf =
sin I
Al/2  pAlv?
2F =
R R
F
v=4]—
i
Naprezenie:
F @
o —= — —_ —
S P=3
o
vV=4/—
p
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Rownanie falowe

F, = So(x + Az)sina(x + Az) — So(z) sin a(x)

dy
O

sina(x) ~ tana(x) =

2
ZYAx — @( )| = SaﬂAx

F, = So —y(:v + Ax) — —y(a:)] = So [a—(fﬁ) 922 r 922

0%y 0%y
pSA:Ua 5 SaaxZAx

By oty Py 10
ox2 o ot oxr2 12 Ot2

Rozchodzenie sie fal w precie

n(x,t) - przemieszcezenie wzdtuz osi x, jakiego doznaje srodek masy odcinka preta

zawartego pomiedzy x a v + Ax
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0*n
pSAxﬁ = So(x + Ax) — So(x)

n _o(r+Ar)—o(x) Jdo

0
7, prawa Hooke’a: o= FEe c = an
ox

Ostatecznie:

0’n  Ed*n E

= = v=4[/—

ot?  p Ox? P
E - modutl Younga

Dla fal poprzecznych: v = \/@
p

¢ - modut skrecenia
1
Kat §cinania: v = —oy or = QY
Modut sprezystosci na $cinanie ¢ jest zawsze mniejszy od modutu Younga E.

Szybkosé fal poprzecznych jest zawsze mniejsza od szybkosci fal podtuznych.

Rozchodzenie sie fal w gazie

Prawo Hooke’a: M = _Eg
S [
AF Al AV
= _ Ap: 2t 2y
g D; ] v
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AV d
Ap=-—E=L = E= —V% — 8, B - modul scisliwosci

Zmiany ci$nienia sa tak szybkie, ze stosuje sie réwnanie adiabaty:

zatem:

pV" = const Vidp + pV" tkdV =0
dp
5} _WV Kp
Kp P R
v = —_— P R —
p pT p
kRT
v =
]

W przytoczonych przyktadach szybkosgé fal nie zalezy od A, czyli brak dyspersji.

Dotyczy to tylko matych wychylen. Dla duzych amplitud pojawia sie dyspersja.
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Zjawisko Dopplera (odkryte w 1842r.)

1. Obserwator zbliza sie do nieruchomego zZrodta:
v - predkos¢ obserwatora

u - predkosé dzwieku

t1=18

t
ST =ut] = uT%:)\VO
A

Na odcinku drogi s; znajduje sie vy dtugosci fal

v v v
Na odcinku drogi s = vty = ut;— = A\yy— znajduje sie v— dlugosci fal.
u u u

M =5 =s5+s =y (1—|—2>
U
Zatem:

V/:VO—i-ﬂ:VO(l—i—g)
U U

1 czestoS¢ rosnie.

2. Obserwator oddala sie od zrodta:

1Z0XY% ()
V”:VO——:yg(l——>
U

1 czesto$¢é maleje.

3. Zrodto zbliza sie do obserwatora

W chwili t—0 wysytany jest sygnat w odleglosci a od 7zrédta, czyli przy-

: _ a
bedzie do obserwatora po czasie t; = —.
u
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W chwili t = Ty wysylany jest kolejny sygnat w odlegtosci (a — vTp), ktory
a— vl

dotrze do obserwatora po czasie ty = + Tp.

Zatem:

1 czestoS¢ rosnie.

4. Zrodlo oddala sie od obserwatora

_a+vT0
N U

ty + Ty T:tg—t1:T0<1+3)
u

1)

14—
Uu

Fale stojace
- przy odbiciu fali od osrodka gestszego nastepuje zmiana fazy na przeciwng,
zatem:

y=F(x+ut)— F(—x + ut)

np. dla fal harmonicznych:

y = Asin [2% (%-f— %)] — Asin [2% (—
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cafo o)) (o))

= 2Asin (27T§> COS <27T%)

Powstaje fala stojaca o weztach:

27T§:n7r = x:n§:2lz

Maksima powstaja w punktach:
A
=204+ 1)-
=2+ 1)

Fale dzwickowe (Szczeniowski)

Zakres styszalnosci ucha ludzkiego 16Hz - 20kHz
v >20kHz - ultradzwieki

v <16Hz - infradzwieki

kRT
R VT
dla powietrza:
0°C — v = 331, 8%
20°C' — v = 343, 8%
100°C' — v = 387, 2%
prog styszalnosci dla 1kHz —1I; = 10_12%

I
Glosnosé: B = 10log W decybelach
0
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prog styszalnosci
powiew lici

szept

normalny ruch uliczny
glo$na rozmowa
krzyk

motocykl

mtot

samolot

prog bolu

dB

10
20
o0
60
80
100
110
120
130
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Teoria wzglednosci

Predkos¢ swiatta - pomiar:

1. Roemer (1676r) - na podstawie obsrwacji ruchu Io (najblizszego ksiezyca
Jowisza) ocenil, ze czas przebiegu §wiatta przez $rednice orbity ziemskie;
km

wynosi 22min, co w 6wczesnych czasach prowadzito do ¢ = 214300—.
5

Jo: okres orbitalny 1,77dni (odkrywca Galileusz 1610r)

2. James Bradley (1725r) - aberracja swiatla gwiazd. Zaobsewowal pozorna
zmiane potozenia gwiazdy statej (zwanej yDraconius) dochodzaca do 40,5” =
2a

v
tana = — = a=~20,5
c

3. Fizeau (1849r) - kola zebate

¢ — 315300 =+ 500°
S

4. Foucault (1850, 1862r) - wirujace zwierciadla

¢ — 289000 + 500"
S

5. Michelson (1927) - wirujace zwierciadla; odleglos¢ 35km miedzy szczytami

Mt. Wilson 1 Mt. San Antonio w Kalifornii

- — 299796 + 47
S

6. Rezonatory wnekowe - Essen (1950r) ¢ = Av, dla v = 5960, 9000, 9500 MHz:

¢ = 209792, 5 + 1%”7’

7. Shoron - nawigcja krotkiego zasiegu - stosuje sie latarnie radiowe

Aslakson: ¢ = 299794, 2 4+ 1, 9k—m
s
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8. Detektory swiatta modulowanego, stosuje sie tzw. komorke Kerra

k
Bergstrand: ¢ = 299793, 1 + 0, 3
S

Na podstawie setek pomiaréw przyjmuje sie:

¢ = (2,997925 + 0,000003) - 108?

Od 19841 ¢ — 299792458%

1s = 9192631770 okresy promieniowania Cs

Doswiadczenie Michelsona-Morleya

1881r A.Michelson (fizyk amerykanski polskiego pochodzenia)
- doswiadczenie majace na celu wykrycie za pomocs interferometru ruchu Ziemi
wzgledem eteru

1887r - doswiadczenie powtorzono z wicksza doktadnoscig przez A.Michelsona i

E.W .Morleya.

Klasycznie:

L L 2L
w kierunku || v.: t = —— + L= 5 1
c—vV, CH+v, cc —

2/ L3 + 22

: s
w kierunku L v,: ty=-=
c c
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_L2 2
z Uz c 2 2 L3
—_— = = = o Lo+ =
VL2 + 22 c U3 ? 1_71_3
1—; 2
Zatem:
2L 1
ty = 22
C 2
1 2=
2
2L 2L 1
At =t —ty = 22
c* — U3 c 2
1 2=
2

Po obrocie interferometru o 90°  (Ly <— Lo)

2L26 2L1 1

At =t —ty = —
L 2 —v? c V2
=2
1 V2
T=At+ At = 2(L1+L2) > 1| ~ C—g(Ll-i-Lg)
UZ /UZ

Spowoduje to zmiane obrazu interferencyjnego (przesuniecie o k prazkow)

k:C_TNKZZLl-I-LQ
A c2 A

k
Jezeli v, = 3022 _ obrét Ziemi wokol Stofica, A & 610 7m, Ly = Ly = 1,2m
S

to k =~ 0,04 prazka - efekt bardzo maty ale mozliwy do zmierzenia.

Mozna zwiekszy¢ L przez wielokrotne odbicie.
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Doswiadczenie Michelsona-Morleya powtarzano wielokrotnie w réznych wersjach,
otrzymujac za kazdym razem wynik negatywny. Obréot interferometru nie dawat

przesuniecia prazkow interferencyjnych.

Wynik doswiadczenia Michelsona-Morleya byt sprzczny 7z tym, czego oczekiwano

na podstawie transformacji Galileusza.

19051 Albert Einstein - szczegdlna teoria wzglednosci:

Postulaty:

1. Predkos¢ swiatta w prozni jest stata i taka sama we wszystkich inercjalnych
uktadach odniesienia. Jest to zarazem maksymalna predkos¢ rozchodzenia

sie sygnalow w przyrodzie

2. Prawa przyrody maja jednakowa posta¢ we wszystkich inercjalnych uktadach

odniesienia

Transformacja Lorentza (1895r)

Transformacja Galileusza - Galileo Galilei (1564-1642):

r=x— vt

Szukamy takiej transformacji, ktora spetnia postulaty Einsteina, a dla matych

predkosci przechodzi w transformacje Galileusza.

Z drugiego postulatu wynika, ze transformacja miedzy uktadami musi by¢ trans-

formacjg liniows, tzn: ' = Ax + B i podobnie dla czasu, z tego wyprowadzenie
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transformacji Lorentza (patrz Wroblewski, Zakrzewski t.1)

Tutaj nieco prosciej - zaktadamy: X

e

' =~(x — vt)
t'=~(t — ax)
Yy =y
Z =z

Y1, Y2, a - dowolne parametry niezalezne od t i x

Rownanie czota fali:

x2+y2

+ 22 = ct? - w ukladzie S

a4y + 2% = ct”? - w ukladzie S’

Vi (z? — 2uat + v*%) + 4 + 22 = 25 (1 — 2atx + a’2?)

2

v
2 \(712 — 7362042)/+2xtl—712@ + 62’}/22041 1?4 22 = A Y5 — 7%;]
‘Of N————’

-~

1

(

- agtat =1

vt Epa=0 = 9f =
2
22U _
\72 T 2 1

1

0204

2
—7
o 2
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( 9 2
2a feate!
—; — it =1 = (—_CQO‘2> =1
v
2 2
ccav
722_75__2:1 = y(l-av)=1
v oc
0
2
v
2
—02a2+04(——|-v>—1:0
v
2 2 4 2
A:(C—+v> —40226—2+202+v2—4c2:(c——’0
v v v
2
VA==——v bo c¢>uv
v
= c?
—— —Uv——+0
v v
o] = —
1 —2c2 v
? +62
—_— — — —
g = U v _ v
—2c2 c?
V2 = 1 = () = 0 (odpada)
1 —av
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Ostatecznie:

Transformacja Lorentza:

Transformacja odwrotna:

9

y =y
2 =z
th =5t — <)
)
z =7(z" + fBet)
y=1y
S
z =z
27(75'+§$'
L c

95
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(az) = v 2
C2 1—§
oV
Fa , 2 o
UVZ_ v 02_72
-2
1
5 M= =r =
-2
B 1 B 1
7 . 1)2 /1_52
2



Czasoprzestrzen (x ,y ,z ,t)

Niezmiennik czasoprzestrzeni:

IIQ +y/2 + Z/2 . C2t/2 — ,)/2(33 . ﬁCt)Q +y2 —|—22 . 62’}/2(t o él’)Q —
c
= v*2? — 29*Bext + A (Bet)? + 1y + 22 — AN+ 29 Beat — 2Bt =
22 (1= B2 412 + 2% — Pt 21— ) = 2% + % + 22 — 2F
1 1

2

z? + y2 + 2% — 2t = const

Interwal czasoprzestrzenny:

S =N — Ax® — AP — A2 =9

Interwal miedzy zdarzeniami jest niezmiennikiem transformacji Lorentza
1. § > 0 - interwal czasopodobny
2. S =0 - interwal zerowy

3. S < 0 - interwal przestrzeniopodobny

Wykresy Minkowskiego

Dodawanie predkosci - transformacja predkosci

B

dr = ydx' +~Bzdt’;  dt = ~vdt' + ’ygda:’; dy = dy’
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_dr yda' £ yBedt! Wl 4 Be v+

Ve —_— z

— — C_ ,
di vdt' + védx’ 1+ v, 1+ Ua:;)
C C c
1
dy dy’ v, (1 122) 2
Uy = — = — - _ _2
W iy Par 14 - ’
C C
Podobnie
VUV, — U v
o= N Hf<<1|\ oy —w
="
, dul
b= g
(Y v
e ()
dv! i . dv ¢ c? Vo, =
Yodv | 1 Yzt ! 1 Vz0\ 2 x
c? ( N ?)
WCECRNC V2 X 02
— _ 2 ? B gd . a g du.. — dvx
B Uz U Vo = v,oN2 T T DN 2
(1_ x) (1_L> 72(1_L>
c2 2 2
CL, . dvx 1 . ax
" LA B N V0N 3
? — 3(1 - &Y
7 (1 — 2 > vdt — Eydw y (1 3 )
et



!/
Jezeli uktad wlasny (v, =0) = a, = a—ﬁ

Jezeiv —c=>v—0c0=a, —0

Skrocenie Lorentza-Fitzgeralda

e na czym polega pomiar dlugosci?

e w ukladzie wltasnym: Ly = x4 (th) — 2 (t})
t} moze by¢ rozne od t),
e w ukladzie poruszajacym sie

L = 332(752) — xl(tl) ale t2 = tl =1

Lo = zh(ty) —w1(t1) = y(wa—Peta) =y(z1=Petr) = y(wa—w1)=yBe (ts — 1) = 7L
0

L L L
Ll:—OZ'LQ:—O:>—1:ﬂ
M Yo Ly 7

Wymiary cial w kierunku ruchu ulegaja relatywistycznemu skroceniu. Kazdy

obserwator uzna poruszajacy sie wzgledem niego obiekt za krotszy.

Dylatacja czasu

S’ - uktad wtasny;
zalozmy, ze /=0, a t'—7,
wtedy:
t=~(t'+=a") =7
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t = y1 gdzie T - czas wlasny

W uktadzie poruszajacym sie wzgledem uktadu wlasnego czas wydtuza sie (ptynie

wolniej).

Przyktad: czas rozpadu czastek poruszajacych sie rosnie, paradoks blizniat.

Zjawisko Dopplera

1. Pierwszy sygnal wystany jest w czasie t] =0 (' =0)

codajet; =0, xr1 =0

2. Drugi sygnal t;, = T (2’ = 0)
!/ v /
to = ’)/(tQ + gxg) = ’)/To

x9 = y(ah + vth) = yvTh

x
W uktadzie S sygnat potrzebuje czasu At = 22 na pokonanie drogi
c

ok

T =ty+ At =Ty + 0=7T0(1+%):

&




Transformacja kata (dla wiazki promieniowania)

,
cosq = —
ct’
T
cosq = —
ct
)
cos Yo' 4ot 54'5 _ cosa’ +f3
— v - I /
C’y(t’+gaz’) 1+g£ 1+ fcosa
cct!
cosa’ +1
Jezeli f — 1 = cosa —> @t =1 = a—0
1+ cos o/

Nastepuje zwezanie kata emisji promieniowania

Dynamika relatywistyczna

Ped
W uktadzie poruszajacym sie zmieni sie sktadowa y-kowa wektora predkosci

v U2 1/2
I
“y—l_w<l‘§>

c2

i ped klasyczny prostopadtly do ruchu zalezy od predkosci. Klasyczny ped nie be-

dzie zachowany w zderzeniach.

Lepiej oprzeé si¢ na wielkosciach zwiazanych z uktadem wtasnym. Wtedy:

Ay Ay At
AT At AT
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Ay _Ay
AT_Atfy_Uyry

Tak wiec lepiej oprzec sie na definicji pedu w postaci:

mu

= mcfy = m(v)v

Wprowadzamy pojecie masy spoczynkowej i masy relatywistycznej:

1
72:1_52j72—5272:1/'m304

2.4 2 2

macty? — mic B2y = myct

Ostatecznie:

m2ct — p? = myc!

Dla matych predkosci:

1 1 1
me® = moc2—2 ~moc [ 1+ 562 +...] = moc” + §m002
1 —
energia spoczynkowa T
k

E=md = oc
02
==

c

E2_p262:mgc4



Transformacja sity

F="t_"2
dt  dt 02
‘Tz
. . dp
Sktadowa tangencjalna sity:  Fp = =
dv ] v? N 1 v dv
mo—1/1— mov—————
Vdt c? 0 v2 ¢ dt
d mov 1 - 2
dt fU2 v
1—— 1——
2 c?
my dv mo
o2\ ¥/2 dt 2\ 3/2
1— 2 1 — =

Sktadowa normalna: Fy:

wektor predkosci zostaje skrecony, ale jego dlugosé pozostaje bez zmian, dlatego

mianownik ma stata wartosé, czyli:

Fy = an
02
1 — —
C2
Zatem:
F +# ma
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Uwaga:

Dla duzych predkosci znacznie trudniej przyspiesza¢ czastke niz ja zakrzywiac.

np:

v Fr Fy

C mear moan
0,01 1,00015 1,00005
0,40 1,29892 1,09109
0,90 12,07451 2,29416
0,99 356,22171 7,08881

Transformacje sity z uktadu wtasnego S’

2

w S’ clalo spoczywa, czyli  E' = myc® = const

/

E
BC ) = dp, = ydp),

pxzv(pﬁﬂr

dt = ~dt',  dp,=dp,,  dp.=dp

z

podobnie

Transformacja miedzy dowolnymi uktadami jest nieco bardziej skomplikowna.

103



Energia kinetyczna

X9 To dp
= Fdx = —d
%74 /I 1 dx /I @ T

dv
dp _ d mov Moy
dt  dt V2 02\ 22
2 (9
c c
t mo— - vdt v 2
W — dt3 :mo/ v do— T2
0 g 0
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